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Abstract

In this project I look at Bose-Einstein condensates in dilute gases, at Feshbach resonan-
ces. Both a one- and two-channel model of the situation will be explored. The one-channel
model is equivalent to the usual Gross-Pitaevskii equation. However the Gross-Pitaevskii
equation is undefined when an external magnetic field equal to the resonant magnetic field
is applied, since the Feshbach theory implies that the scattering length diverges towards
400 at this point. So I derive a simple two-channel version of the Gross-Pitaevskii equa-
tion, which can model the dependence on the external magnetic field directly, as opposed
to indirectly through the effective scattering length, which diverges. This model also has
the advantage that it doesn’t assume all the particles to be in the same channel. In
this project I define a Bose-Einsten condensate, then I go through the most important
scattering theory results, which will be used throughout the project. I also derive both
a one- and two-channel zero-range model for the Feshbach resonance itself. After that,
the well-known time-independent Gross-Pitaevskii equation and the simple two-channel
model will be derived by the variational method. Finally I solve both the one- and two-
channel equations numerically by the self-consistent method, using the program Matlab.
I found the well-known results for the one-channel model. For the two-channel model I re-
found most of the physical implications of the one-channel model, without the divergence
problem. I found that the collapse of the Bose-Einstein condensate and chemical poten-
tial depended upon both the number of particles and the magnetic field applied, though
the chemical potential’s dependence on the magnetic field did not seem as strong as in
the one-channel model. Since the two-channel model describes most of the well-known
experimental properties of the condensate, without the divergence problem, further inve-
stigation, implementing more direct experimental data, might be of interest.
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1 Indledning

Vi vil i dette projekt se pa Bose-Einstein kondensater i tynde gasser, ved Feshbach-
resonans. Vi vil kigge pa bade en en- og to-kanal modellering af dette faeenomen. Normalt
beskriver man Bose-Einstein-kondensater i tynde gasser ud fra Gross-Pitaevskii ligningen,
som er en en-kanal model, da den regner med at alle atomerne er i samme kanal. Denne kan
forenes med en-kanal model for Feshbach-resonans. Men Gross-Pitaevskii ligningen kan
forstas som ufysisk i omradet omkring resonansmagnetfeltet, da spredningsleengden her
divergerer mod 4o00. Derfor vil vi i denne rapport lave en analog beskrivelse af et to-kanal-
system, der kan komme uden om dette problem. For at belyse disse emner vil vi gennemga
dem pa fglgende vis: Vi starter med at definere hvad vi mener med et Bose-Einstein
kondensat. Derefter gennemgas teorien for lav-energispredning, samt Feshbach-resonanser
i bade en- og to-kanal zero-range modellen. Derefter vil vi gennemga udledningen af den
kendte Gross-Pitaevskii ligning via variationsteoremet og bruge samme metode til at
udlede en tilsvarende ligning for et to-kanal-system, som vi vil referere til som to-kanal
Gross-Pitaevskii ligningen. Til sidst vil vi lgse bade en- og to-kanal-modellen numerisk via
den selv-konsistente metode. Denne lgsning vil udfgres i matematik-programmet matlab.
Dette projekt er inspireret af bachelorprojektet [Kristensen], men med en mere fysisk
korrekt model for to-kanal kondensatet, hvor den enkelte partikel kan veere i den ene eller
anden kanal i modsaetning til at alle partiklerne skal veere i den ene eller den anden.

2 Bose-Einstein kondensatet

I dette projekt er vi interesseret i at beskrive et Bose-Einstein-kondensat. Ved et Bose-
Einstein kondensat forstas en maengde af bosoner der allesammen befinder sig i samme
kvantetilstand. Dette kan lade sig ggre for bosoner da den samlede bglgefunktion skal
veere symmetrisk, i modsaetning til fermioner hvor den skal veere anti-symmetrisk og vi
derfor ikke kan have to fermioner i samme kvantetilstand, jvf. Pauli’s ekslusionsprincip.
Bose-Einstein kondensater vil generelt kun forekomme ved meget lave temperaturer, da
de termiske energier her er sa sma, at bosonerne alle befinder sig i grundtilstanden.
Typiske veerdier for temperaturen ligger i storrelsesordenen 10-100 nK. Et Bose-Einstein-
kondensat er en fase-tilstand, hvor man kan se kvanteeffekter pa makroskopisk niveau, da
alle partiklerne befinder sig i samme kvantetilstand. Pa den made minder de lidt om den
superledende tilstand, som visse metaller kan opna. Vi vil generelt se pa dannelsen af Bose-
Einstein kondensater i tynde, kolde gasser, dvs. hvor der kun er fa sammenstgd mellem
de enkelte partikler. Nar dette er tilfzeldet kan vi nemlig beskrive kondensatets Hamilton-
operator rimelig simpelt, ved at ga ud fra en raekke antagelser og approksimationer.

3 Spredningspotentialer og Feshbach-resonans

Vi er interesseret i Feshbach-resonanser. En resonans er nar der ved en kollision af to
partikler, under pavirkning af et ydre magnetfelt, opstar et metastabilt niveau i systemet.
I resten af denne opgave vil vi generelt snakke om abne og lukkede kanaler. Hvis energien
af de kolliderende partikler overstiger separationsenergien for kanalen, er der tale om en



lukket kanal, hvis den ikke gor er der tale om en aben kanal. Pa figur 1 ses et eksempel
pa dette.
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Figur 1: Eksempler pa en- og to-kanal model for Feshbach-resonans, med potentialer
svarende til aben og lukket kanal. Figuren til venstre viser to-kanal modellen, figuren til
hgjre viser en-kanal modellen. Figuren kommer fra [Thogersen)]

I denne opgave vil vi kigge pa alkali-metaller, herunder specifikt “Li, som har to mu-
lige kanaler svarende til om den er i triplet eller singlet tilstanden. Disse opstar fordi
det samlede elektronspin i et alkali-metal er %, da spinnet for de lukkede underskaller
summerer til 0. For "Li vil det samlede kernespin ogsa veere %, sa ved hyperfinkoblingen
mellem kernen og elektronens spin har vi to mulige kombinationer, vi kan fa at F=1 og
F=0. Da F=1 har 3 forskellige egentilstande kaldes denne triplet-tilstanden, mens F=0
kun har en egentilstand og derfor kaldes en singlet. Disse er begge bosoner, da de har
heltalligt spin. Derfor kan vi bruge "Li til at skabe et Bose-Einstein kondensat. Som vi
ser pa figur 2 pa naeste side geelder det for 8" Rb, men ogsa for "Li, at potentialet for
triplet-tilstanden ligger hgjere end potentialet for singlet-tilstanden der har en reel po-
tentialbrgnd og derved stgrre seperationsenergi. Sa triplet-tilstanden er en lukket kanal,
hvorimod at singlet-tilstanden er en aben kanal, for energier mellem de to seperationse-

nergier.

3.1 Lavenergi-spredning for alkali-metaller

Vi ser pa alkali-metaller, for hvilke der ved kollision vil vaere en dipol-dipol interaktion
mellem dem, da alkali-metaller kun har en elektron i yderste skal. Nar de kommer teet
nok pa hinanden vil der opsta kovalent binding, da de har elektroner udenfor lukkede
underskaller og vi far derfor en potentialbrgnd, nar to atomer befinder sig i en vis afstand
fra hinanden. Nar man kommer for taet pa vil kernerne naturligvis frastgde hinanden.
Denne kovalente binding afhsenger steerkt af om metallet befinder sig i en triplet eller
singlet-tilstand. Potentialet for 8"Rb kan ses pa figur 2 pa den fglgende side.
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Figur 2: Det interatomare potential for to 8’Rb-atomer, figur kommer fra [Pehtick]

Vi vil generelt kigge pa Bose-Einstein kondensater bestaende af i stgrrelsesordenen
1000 partikler, sa vi snakker om tynde gasser. Da vi befinder os ved meget lave tem-
peraturer vil kollisionerne mellem partikler veere ved lav energi. Da denne betingelse er
opfyldt kan vi bruge den sakaldte Born approksimation, hvor vi tilngermer den spredte
del af bglgefunktionen ved en linear funktion af vekselvirkningen. Vi beskriver desuden
sammensted mellem to ens partikler, sa deres masse er den samme. Vi kan nu simpelt
beskrive det interatomare potentiale som en delta-funktion:

V;lj = ‘/0 . 5(7”2 — T‘j) (31)

hvor r; og r; er afstanden for henholdsvis den ene og anden partikel, sa det vil sige at
dette potential er nul alle steder bortset fra nar de to partikler er samme sted. Her er 1}
givet ved

Vi — Arha

- (3.2)
Dette er beskrivelsen af en-kanal spredning via et effektivt potential. Sa rent fysisk gar vi
ud fra at der ingen interaktion er mellem de to partikler fgrend de rammer hinanden, hvor
de vil veere udsat for en spredning beskrevet ved potentialet V4, dvs. ud fra sprednings-
leengden af partiklerne. Vi gar ogsa ud fra at der aldrig sker sammenstgd mellem mere
end to partikler ad gangen. a er den sakaldte spredningsparameter, vi ser at hvis den er
negativ sa svarer det til et attraktivt potential mellem partiklerne, hvis den er positiv sa
svarer det til et frastodende potential. Derfor er spredningsleengden for en lukket kanal
generelt negativ, mens den er positiv for en aben kanal.



3.2 Feshbach-resonanser

Hvis man pavirker et atom med et eksternt magnetfelt vil det give anledning til Zeeman-
effekt, som splitter atomets energistruktur i hyperfinopsplitningen ved

hvor p er det magnetiske moment af partiklen i det givne F-niveau, F er det samlede
kerne, elektron og orbitalspin F' =1 4+ S + L+ og My er givet ved

—F,—-F+1,.,F-1,F

Da det magnetiske moment pp atheenger af tilstanden F kan der opsta resonans mellem to
forskellige energiniveauer, da de to niveauer kan skubbes taettere pa hinanden. Dette vil
egndre pa den effektive spredningsleengde, som man sa kan kontrollere ved at kontrollere
magnetfeltet og kigge pa kanaler med forskelligt magnetisk moment. Eksperimentelle data
kan generelt fittes til formlen

A
a = Qpg (1 — ﬁ) (33)

hvor a;, er baggrundsresonansen, A er bredden af resonansen og B, er resonans-magnetfeltet.
Denne eksperimentelle formel giver os altsa en model for Feshbachresonanser der diver-
gerer omkring resonansfeltet og har form som kan ses pa figur 3
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Figur 3: Effektiv spredningsleengde som funktion af magnetfeltet, ved Feshbach-resonans.
Figur kommer fra [Thogersen]

Vi vil nu beskrive Feschbach-resonanser ud fra et zero-range potentiale. Dette kan
ggres 1 bade en en- og to-kanal model. Et zero-range potentiale er en meget simpel kon-
struktion hvor man gar ud fra at partiklerne bevaeger sig som frie partikler, hvor man kun
definerer et potentiale nar 2 partikler rammer hinanden, dvs. nar afstanden mellem dem
er 0. Sa kan vi beskrive bglgefunktionen fuldsteendigt ud fra dens randbetingelser. Vi gar
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ud fra at der er sfeerisk symmetri og vi begraenser os til s-bglgefunktionen hvilket naturligt
vil veere tilfeeldet i et Bose-Einstein kondensat, da denne befinder sig i grundtilstanden.
Sa vi kan beskrive bglgefunktionen som

vir) ==

Derved far vi en stationger schrodingerligning der ser saledes ud:
—h? 0%u(r)
_° - E
2m  Or? u(r)

hvor man kan udregne at Laplace-operatoren pa den radiale del af scrodingerligningen
bare giver os den partielt afledte divideret med r, som sa gar ud med r pa den anden side
af lighedstegnet.

Generelt vil vi se pa elastiske spredningsprocesser. For en-kanal-modellen vil dette
bare sige spredningsprocesser da der kun er en kanal, mens at der i to kanal-modellen
ogsa findes mulighed for inelastisk spredning, hvor spredningen ikke kan give anledning
til kanalskift.

3.2.1 En-kanal model

Vi kan beskrive randbetingelserne for Feshbach resonans i det en-dimensionale tilfaelde
pa fglgende vis

dr

r=0

For at finde tilstande med elastisk spredning skal £ > 0, dvs. at de to partikler ikke
er bundet. Dette giver asymptotiske lgsninger pa formen

2mFE

u(r) = Asin(kr +96(K)) , K= -

(3.4)

Vi kan nu finde cot(6(k)), ved at indseette vores randbetingelse

rAcos(d(k))

1
Asin(o(n)) etk =2

Sa kan vi finde den effektive spredningsleengde, samt den effektive reekkevidde ved

. 1 2
’lgl_r%(kcot(é(n))) = + éReﬁ‘k‘ + ...

hvor vi i vores tilfeelde tydeligt ser at den effektive spredningsleengde er givet som a.g = a
og den effektive reekkevidde ved Rz = 0.



3.2.2 To-kanal model

For to-kanal modellen har vi at de to partikler kan veere i bade en aben og en lukket
kanal, sa vi skal bruge en bglgefunktion der kan beskrive sadanne to samtidig.

W(r) = { tolr) }

ue(r)

Vi udvider vores randbetingelser for to-kanal modellen pa samme made som i artiklen
[Sorensen] og far derved

du,(T) 1 b
= —u,(0) + —u.(0
=0+ )
samt
du(r) 1 b
= —Uy(0) + —u.(0
| o to(0) + —uc(0)

dvs. at vi har en kobling mellem de to kanaler, som vi maler i enheder af spredningsleeng-
den for den abne kanal.

Vi kigger nu pa en energi der ligger mellem 0 og Ej hvor vi vil se resonanseffekter ved
elastisk spredning. Bglgefunktionen for den abne kanal, hvor E > 0 vil vaere givet ved

V2mE

uo(r) = Asin(kr +46(k)) , k= -

mens der for den lukkede kanal ma geelde at den totale energi er E — Eyj0, dvs. at
bolgefunktionen svarer til en bundet tilstand, som er givet ved

_ V/—2m(E — Ey)
B h

uc(r)=Be ™ | Kk
Sa vi kan nu indsaette vores randbetingelser og vi far to ligninger:

kAcos(6(k)) = lAsz’n(é(kz)) + EB

o o
0g
—Bk = lB + ﬁAsin(é(k‘))
Qe o
Nu kan vi isolere k cot(d(k))
keot(d(k) = - — — &

a, aZ(k+ ai)
For at ggre vores udregninger lettere vil vi definere konstanten A

o —2m(E—Ey)  2mE, 2mE \2 2
B h2 - R2 n2

K



Sa vi kan indsaette denne pa k’s plads og ved at se pa systemet i greensen k& — 0 finde
et udtryk for spredningsleengden, samt den effektive raeekkevidde. For at fa k cot(d(k)) pa
en form sa vi kan bruge udtrykket fra 3.4 pa side 5, vil vi benytte binomialformlen til at
approksimere vores udtryk, dvs. at

(1+2)"~=1+4+nzx for |z]<<1

som vi kan bruge i variablen k, da denne skal ga mod nul. Sa vi far at

k cot(5(k)) 1 b? 1 b2
co = — — ~N— — =
W B Rt L) e (- EiL)
1 b? 1 b?
P 2 1trae i\ . 2 K2 1\
Ao GE(A—ﬁ—aC(A_’_Tlc) +a_c) Ao ag()\— 2()\_"_%) - 2ac>\(>\+é) +a_c)

1 p 1 G S -
ae 1 52 - a, ai(A+ ai) 220\ + ai) B
a?(\ + a—c) (1 — m) c -

1 b2 b? 1 1
. o k2 — —r, kQ
a5  a2(A+ ) 202\ + ;)? Geff gl

Dvs. at vi nu har fundet
1 1 b?

Qegr Qo a2(ER+ L)
samt
bQ
r =
=f7 a2\ + i)Q

Nar vi husker pa at spredningsleengden for den lukkede kanal er negativ, ser vi at vi gen-
finder divergensen mod +o00, sa den stemmer overens med den faeenomenologiske formel,
givet ved ligning 3.3 pa side 4. Derfor kan vi finde koblingskonstanten b ved at fitte til
data.

4 Gross-Pitaevskii ligningen

Vi vil i de fglgende to sektioner udlede Gross-Pitaevskii ligningen, i en en- og to-kanal
udgave. Vi vil bruge en generel metode til udledningen af en-kanal-modellen, saledes at
vi kan bruge samme metode til udledningen af to-kanal modellen. Vi vil gerne beskrive
en tynd gas bestaende af n bosoner som befinder sig ved meget lav temperatur, saledes
at de alle har grundtilstandsenergien. Dette vil vaere et Bose-Einstein kondensat. For at
beskrive dette gar vi ud fra at hver partikel har en kinetisk energi, at atomerne bevaeger
sig i et feeldepotentiale V,,; og at der kun vil ske sammenstgd mellem to partikler af
gangen, ikke 3 eller flere, hvilket er rimeligt da vi har en tynd gas. Sa kan vi beskrive de
enkelte sammensted ud fra teorien i afsnit 2. I resten af denne opgave vil der blive gaet
ud fra de folgende approksimationer og antagelser:
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e Born-approksimationen, som naevnt i afsnit 3. Den er ngdvendig for at vi kan bruge
zero-range approksimationen for sammenstgd.

e Som naevnt sker der kun stgd mellem to partikler ad gangen

e Relativistiske effekter negligeres, hvilket ikke er et problem, da vi befinder os ved
sa lave termiske energier. Sa impulsoperatoren er ikke-relativistisk.

e Vi bruger middelfeltsapproksimationen, herunder Hartree-anzatsen. Sa i stedet for
at lade partiklerne pavirke hinanden med diverse indviklede potentialer, gar vi ud
fra at man kan beskrive partiklerne som om de bevaeger sig i et gennemsnitligt
potentiale der er ens for hver af dem og i vores tilfselde kan beskrives ved inter-
aktionspotentialet. For alkali-metaller som vi senere vil regne pa er dette ganske
rimeligt, da der i hvert fald ikke er nogen coulomb-interaktion mellem dem, nar de
har en vis afstand fra hinanden.

Med middelfeltsapproksimationen, kan vi opskrive den samlede hamiltonoperator som
en simpel sum af hamiltonoperatorerne for de enkelte partikler, samt en sum af operato-
rerne for sammenstgd mellem partikler.

n

F[ - Z(ﬁ + Ai,ea:t) + Z ‘z‘j (41)

i=1 i<j

og ud fra hartree-anzatsen far vi

¢<r17T2> ...,Tn) = H¢(rl) (42)
hvor ¢(r;) er normeret pa sedvanlig vis, dvs. som

@(rlor)) = [ 1o(rPart =1
hvorved v ogsa er normeret. I resten af denne opgave vil vimed [ f(r)dr® mene [, f(r)dr®,
dvs. integralet over hele rummet.

Ideen i udledningen er nu at bruge variationsteoremet, hvorved vi kan fa en storsteveerdi
for gassens grundtilstandsenergi, som jo netop svarer til kondensatets energi, da alle
partiklerne er i grundtilstanden. Ifglge variationsteoremet finder vi denne veerdi ved at
minimere ligningen

<E> = <¢|H|@/)> Z Egrundtilstand

Sa for at finde en gvre graense for grundtilstandsenergien skal vi kunne finde forventnings-
veerdien af en hamilton-operator med bglgefunktion som beskrevet ovenfor. For at kunne
regne dette vil vi se pa hvordan forventningsveerdien af en operator der virker pa den i’te
partikel ser ud.

n n

WAy = ([T el Ail T 6(ry) =

]:1 =



[Lte@Iotrs) - (o(rlAilo(ri)) =

i

<¢(Ti)|"21i|¢(ri)>
hvor vi har brugt at

(9la-¢) =a-(9]9)

hvis a er en skalar. Da de enkelte indre produkter er skalarer kan vi altsa seette dem uden
for det samlede indre produkt. Derudover bruger vi at funktionerne ¢(r;) er indbyrdes
orthonormale, da de danner basis for lgsningsrummet. Dvs. at

1L,hvist =3

(p(ri)o(ry)) = 5@:{07 hvis i  j

Dette gaelder ligegyldigt hvordan bglgefunktionerne ¢(r;) ser ud, sa vi kan bruge resultatet
bade i udledningen af en- og to-kanal Gross-Pitaevskii ligningen, hvor de henholdsvis er
skalar- og vektor-funktioner.

Forventningsveerdien for en operator der virker pa den i'te og j'te partikel vil via
samme princip veere givet ved

(WIVisle) = (@(ra)o(ry) [Vigle(ri) p(ry))

Definitionen af det indre produkt i alle vores udregninger er
@l Ao} = [ 0" Aiotrart

Til at finde minimum i praksis for de udledte forventningsveerdier vil vi bruge Lagrange
multiplikatormetode og minimere

(|H — pnl) (4.3)

saledes at vi kan opskrive lgsningen som et egenveerdisproblem. Vi minimerer ved at seette
en differentialkvotient lig nul. Vi tjekker at dette er et minimum, ikke et maksimum ved
at se pa om lgsningen er konsistent med vores forventninger til de fysiske egenskaber for
systemet.

4.1 En-kanal Gross-Pitaevskii ligning

I denne sektion vil vi udlede den kendte tidsuathaengige Gross-Pitaevskii ligning via vari-
ationsregning som beskrevet ovenover. Man kan ogsa udregne denne via andre metoder,
som man gor i f.eks. [Pethick]. Jeg veelger dog at udlede den via variationsregning, da
denne metode er en generel metode til at finde grundniveau for en operator, sa dvs. at
vi kan bruge den for bade en-kanal og to-kanal modellen. Samtidig kan vi se at metoden
virker for en kanal, da den giver samme udtryk som udledningen i [Pethick].

For at udlede Gross-Pitaevskii ligningen skal vi fgrste finde forventningsveerdien af hamilt-
onoperatoren, som er beskrevet ved ligning 4.1 pa forrige side. Vi beskriver sammenstgd
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af partikler ud fra formel 3.1 pa side 3 under antagelse af at de alle befinder sig i samme
kanal, dvs. at alle sammenstgd er ens. Vi kan nemt beskrive bglgefunktionen for denne
situation, den er givet ved ligning 4.2 pa side 8, hvor normeringen vil se saledes ud

[P =1

Vi kan nu finde forventningsveerdien af den kinetiske energi og feeldepotentialet pa
fglgende vis:

n

(T + Vear 1) = > (S(0)|Ti + Viear|d(r:)) =

i=1

- —h
Z/¢*(7°i)%vf¢(7“i)+¢*(7"i)vezt¢(7“i)d7’? =
=1

h2
w [ eIV + Veslotr) P

hvor vi har brugt at alle partiklerne i Bose-Einstein kondensatet vil veere i grundtil-
standen, dvs. at deres energier er ens og vi kan udskifte summeringen med n gange den
konstante energi per partikel, hvorved vi ogsa kan fjerne indekseringen i. Derudover har
vi brugt at den kinetiske energioperator er hermitisk til at seette

—h h?
¢*(Ti)%vf¢(ﬁ) = %!W(T)\Q

For vores interaktions-potentiale far vi fglgende forventningsveerdi

STl =3 / / & (1) 8" (r3)8(rs — 1) Vo (ro) $(r)dr 2

1<j 1<j

I denne ligning tager vi integralet over delta-potentialet d(r; — r;) , som jo netop er
defineret som funktionsveerdien i r;, sa dvs. at

Z/Gb*(n)ﬁﬁ*(wﬁ(m — r)Voo(ri)p(ry)dr? = ¢"(ri)¢" (ri) Vod(ri)(r:)

i<j i<j
Vi kan nu igen benytte at alle sammenstgd vil give anledning til samme energisendring, da
kondensatet bestar af partikler i grundtilstanden. Antallet af sammensted vil veere @
Dette ses let, for vi kan vaelge en partikel ud af de n partikler pa n mader, derefter kan vi
udveelge den partikel den skal kollidere med pa n-1 mader. Da vi ikke kan kende forskel
pa partiklerne skal vi dividere antal mulige kombination med 2, sa vi ikke teeller hver
mulig kollision dobbelt. Sa nar vi bruger dette kommer vi frem til at forventningsveerdien

bliver

W) =" oty tar
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Da vi generelt arbejder med n >> 1, vil vi benytte at ”("2_1) ~ ”72

Vi vil nu minimere denne funktion via Lagrange-multiplikator metode som naevnt. Vi
vil beskrive bglgefunktion som

¢(r) = ¥(r) + Az(r)

og finde minimum for formel 4.3 pa side 9, ved at variere denne, hvilket giver mini-
mum for vores oprindelige ¢, hvis man evaluerer den i A — 0. For at finde minimum
skal man naturligvis finde differentialkvotienten af vores middelveerdi. Vi gar ud fra at
bolgefunktionerne er ”paene”, saledes at vi kan bytte rundt pa differentialkvotient og in-
tegral. Vi finder differentialkvotienten separat for vores forskellige led, sa hvis vi starter
med den kinetiske energi far vi:

din - [ 321V (8(r) + Az(r))*dr?]
)\

A=0

din - [ L (V(r) + AV 2(r) (Vib*(r) + AV2*(r)) dr’]
d\

A=0

dr®

nh? / d[VY(r)V(r)* + X (Vz(r)Vo(r) + V(r)Vz*(r)) + N2V z*(r)Vz(r)]
2m d\

A=0

A=0

nﬁQ/VZ (r)Vah(r)* + V(r)Vz*(r) + 2AV 2" (r)Vz(r )d

i’ /Vz Y (r) + Veb(r)V2* (r)dr

"QH_([W (r)z(r) +2*(r)V /V2 r)+ VA(r)2" (r)dr’) =

_h2/v2 r) + V2(r)2*(r)dr?

hvor vi har anvendt partiel integration og det faktum at da vores bglgefunktion er nor-
merbar, vil bade 1 (r), V¢ (r) ga imod 0 for r gaende mod +oo. De resterende to led er
simplere, og hvis vi inkorporerer —un(¢|¢) i ledet for V., far vi

o [ AWerl) =)+ 2610 @) A,
d\

A=0

JVeatr) = )@ 0)200) + 6001 )

11



samt

L/ﬁ%WUWWWﬂdﬂ+¢UﬂW%W3

For at finde minimum skal vi seette den samlede ligning lig nul, dvs. at vi far

=0 [ (P 0)200) + 900 0)

A=0 2m

dE
dA

H(Vear (r) = ) (0" (r)2(r) + 2 (r)2" (1) + n* Vol (r) (4" (r)2(r) + ¥ (r) 2" (r))dr® =

n/ﬂwme»+UWMﬂW%WW=O

Integralet giver nul, hvis integranden er lig nul, sa derfor satter vi denne lig nul. Hvis
f((r), z*(r)) er nul, sa ma dens konjugerede ogsa vaere nul, derfor kan vi finde minimum
ved bare at lgse for denne. Vi ser at vi kan dividere igennem med n og med z*(r) og sa
far vi
—h2V2)(r
TV | (Vo) — () + Vo) 2o(r) = 0

Som kan omskrives til egenveerdiligningen

—h?v?

2m

+ Vear (r) +nVo o (r)|* | 9(r) = ) (r)

Dvs. at denne egenveerdiligning giver os en stgrsteveerdi for grundtilstandsenergien af
den enkelte partikel i den oprindelige hamiltonoperator og vi vil derfor beskrive systemet
ud fra denne nye hamiltonoperator, kendt som Gross-Pitaevskii ligningen og som kan
lgses numerisk pa forholdsvis simpel vis. Vi kan fortolke egenveerdien p som det kemiske
potential, dvs. den energi der skal til for at tilfére en partikel til systemet. Dette ses, da
vi minimerede ()|H — pun|¢) ved at differentialkvotienten var sat lig nul. Derfor ma det
geelde om differentialet at d(E) — pdn = 0 hvorved p netop opfylder definition af det
kemiske potential

d(E)

dn

Denne fortolkning vil ogsa geelde for to-kanal udledningen da vi minimerer et udtryk pa
samme form.

Til sidst vil vi kigge pa selve Gross-Pitaevskii ligningen for at se hvad de forskellige
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parametre vil bevirke. Hvis vi gar ud fra at feeldepotentialet er en harmonisk oscillator,
som vi generelt ggr i denne opgave, sa vil det samle partikler i bunden af potential-
brgnden, dvs. at den virker samlende. Partiklernes kinetiske energi vil til gengaeld skubbe
partikler vaek fra omrader med hgj krumning af bglgefunktionen og generelt sprede par-
tiklerne. For V; > 0 frastgder partiklerne hinanden og interaktionen vil derfor sprede
partiklerne yderligere. For V, < 0 samler stgdene tilgengeeld partiklerne, sa densiteten
vokser. Hvis den numeriske veerdi af spredningspotentialet bliver stor nok og den er nega-
tiv, sa vil kondensatet kollapse, da den kinetiske energi ikke laengere kan opretholde det.
Ved Feshbach-resonans styres spredningsleengden a, af det eksterne magnetfelt, dvs. at
kollapset styres af magnetfeltet. Vi ser ogsa at ligningen ikke er defineret i resonansfeltet,
da a her vil divergere mod +oo. Da n ogsa indgar i spredningsleddet vil et stgrre antal
partikler ogsa pa et tidspunkt give kollaps, hvis vi har en negativ spredningsleengde.

4.2 To-kanal Gross-Pitaevskii ligning

For to-kanal systemet vil ¢; veere en kombination af to forskellige egentilstande, for hen-
holdsvis den abne og lukkede kanal, svarende til f.eks. singlet og triplet tilstanden for 7Li.
Sa vi far )

U\T;

) = )l >+l == | 1407

hvor u(r;) beskriver den abne kanal, w(r;) den lukkede. Dette produkt af bglgefunktioner
er et Kronecker tensor produkt, som vil give en vektor af dimension 2", hvor hvert ele-
ment vil veere de mulige produkter u(ry)w(re)u(rs)....w(r,). Alle de mulige produkter
af disse vil vaere indeholdt som elementer i den fremkommende vektor. Dvs. at den en-
delige bglgefunktion er en vektor, sa den overholder de generelle krav for at veere en
bglgefunktion. Den vil ogsa veere normeret, hvis hver bglgefunktion ¢(r;) er normeret.
Det indre produkt er igen defineret pa samme made som i en-kanal modellen, normeringen
er givet ved

* * * u\”r;
Jotrotmaart = [ Lt weo ]| 50 [art = [+ totopar =1
Vi kan nu finde forventningsveerdierne for den potentielle og kinetiske energi pa samme
made som for en-kanal systemet. Da den potentielle energi er uathaengig af partiklens indre
stadier, kan vi simpelt beskrive den via en diagonal 2x2 matrix der virker ens pa u(r;) og
w(r;)

oy o ‘/ext(ri) 0
‘/;,ert - |: 0 ‘/ext(ri> :|

Den kinetiske energi er ogsa uathaengig af de indre tilstande, sa vi kan igen beskrive den
som en diagonalmatrix. For at simulere afheengigheden af et ydre magnetfelt vil vi addere
Ey til den lukkede kanal, dvs. at vi direkte simulerer afhsengigheden af magnetfeltet, til
modsatning af en-kanal modellen hvor den kommer fra spredningslzengdens athsengighed
af B. Nar vi sa definerer interaktionsenergien vil vi ga ud fra at spredningsleengderne for
den lukkede og abne kanal er konstante. Pa denne made undgar vi en-kanal modellens
problem, der opstar nar den effektive spredningslaengde divergerer.
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[ el
! 0 VI 4+ Ey

Vi kan nu finde forventningsveerdien:

n

(WIT + V]g) = Z(cb(n)lT} + Vieat|6(r:)) =

n- /u(r)*Vext(r)u(r) + w*(r)Vege(r)w(r) — 2h—m (u*(r)Vu(r) + w*(r)V?w(r)) + w*(r) Eyw(r)dr® =
n- /Vewt(r)\u(r)|2 + (Eo + Ve () |w(r)|* — Zh_m (u* (r)V2u(r) + w*(r)V?w(r)) dr®

Vi har igen brugt at alle partiklerne i et Bose-Einstein kondensat er i samme tilstand,
nemlig grundtilstanden og derfor beskriver vi den samlede energi som n ganget med
energien for ¢(r).

Forventningsveerdien for interaktions-ledet vil veere noget mere kompliceret. Her kan
vi nemlig ikke bare beskrive veerdien som en diagonal 2x2 matrix, da de to kanaler
ikke er uathaengige af hinanden. Vi vil beskrive interaktionen via en simpel udvidelse af
spredningsteorien for en-kanal, sa vi bruger stadig delta-potentialet som approksimation.
Vi vil nu beskrive V{ som en 2x2 matrix indeholdende en koblingskonstant 3. Derudover
har vi veerdier «,, og «, for den abne og lukkede kanal. Vardierne af disse konstanter
lader vi svare til veerdien for en-kanal modellen beskrevet i ligning 3.2 pa side 3, men hvor
spredningskonstanten er defineret svarende til parametrene i to-kanal Feshbach-resonans
modellen, hvor vi beskriver koblingen i forhold til spredningsleengden for den abne kanal.

B Arh2ay, B Arh2a, Arh? a,

aw— bl Oéu— I ﬁ:
m m m b

og operatoren der beskriver interaktionen ser ud som fglger

Vij = 6(ri = ;) - {aﬁw ’ ]25(7%'—7”3‘)"/0

Ay

Sa vi kan nu udregne forventningsveerdien for interaktionsoperatoren

S @lVil) =3 [ [ 600 )60 = )Vt )driar? =

1<j 1<j
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> / O (r:)¢* (ri) Vod(r:) o (rs)dry) =

i<j

2 o weaytver wonl [ o L ][0 o

@ / (o [Jur)|* + [u(r) Plo(r) 2] + a [uo(r)[* + fu(r) Plutr) ]

+B [Ju(r)Pu” (r)w(r) + fu(r)Pw* (r)u(r) + fw(r) o (r)u(r) + [w(r)Pu(r) (rw(r)] dr)

Vi har 8 led, svarende til 8 forskellige mulige partikel kollisioner. Man skulle ellers tro at
vi ville fa 16 led, da dette svarer til de mulige kombinationer af to forskellige tilstande
fgr sammenstgdet, samt to forskellige tilstande efter sammenstgdet, hvilket giver 2* = 16
muligheder. Hvis vi udregner disse 16 led individuelt ved at splitte det indre produkt op
iled af typen

(u(r)w(r)[01 > |Volu(r)w(r)|10 >)

ser vi at de led som har forskellige indre tilstande |1 > og |0 > i den forste og sidste
egentilstand i vores indre produkt giver nul, da de er orthonormale. De 2 andre tilstande
kan sagtens veere forskellige, da vores operator Vj kombinerer de to egentilstande. Fysisk
giver det mening at man kun teeller, for eksempel [0 >— |1 > og |1 >— |0 > kombi-
nationen en gang, sa det ikke betyder noget hvilken af de to partikler der var i hvilken
tilstand, da sammenstgdet skete, da vi ikke kan kende forskel pa dem.

For at beskrive bglgefunktionen for et Bose-Einstein kondensat vil vi igen finde mini-
mumsveerdien af ligning 4.3 pa side 9 Vi Igser dette pa samme made som for en-kanal
Gross-Pitaevskii ligningen, nu med ¢(r;) pa formen

[

Sa vi finder minimum for denne og lader A\, — 0 og A\, — 0. Vi kan lgse dette for hvert led,
ligesom vi gjorde for en-kanal modellen. Vi kunne forsgge at finde et generelt minimum,
men dette er meget kompliceret og giver ikke en lgsning der er pa egenveerdiform. Hvis
vi derimod begrzenser vores funktioner u(r) og w(r) til at veere reelle, sa er det muligt
at fa en lgsning der er pa form af en egenveerdiligning. Derudover vil vi igen antage
at funktionerne er ”paene”som i en-kanal modellen. Fgrst ser vi at forventningsveerdien
af hamilton-operatoren er naesten symmetrisk med hensyn til u(r) og w(r), sa hvis vi
lgser problemet for en af de to, kan vi nemt finde lgsningen for den anden. For at lette
notationen i de fglgende udregninger, lader vi r-athaengigheden veere implicit. Vi starter
med at lgse problemet for u:

Aln [ LV (' + \y)? + wVwdr?]

oA, Ay=0
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h? —h?
n/—Vu’Vder3 :n/—VQU/Zydr?’
2m 2m

Vi fik dette pa samme made som for en-kanal modellen. Potentialet er ogsa praecist det
samme, bortset fra at vi nu kun lgser for reelle veerdier. Ligesom for en-kanal modellen
inkorporerer vi —un < ¢|¢ > i dette led.

O[n [ Vear (W + Ayy)? + Vegew? — pu(u’ + Ayy)? — pw?dr®]
N,

Ay=0

n / (Vewr — p)u'2ydr®

Til sidst har vi interaktions-potentialet som er noget leengere end for en-kanal modellen.
For «,-ledet far vi
A% [ au, [(u' + Ayy)* + (u' + Nyy)*w?] dr?]
oAy

Ay=0

” /a [2u” + v'w?] 2ydr®
2 u
for a,-ledet far vi

A% [ au, [w* + w?(u' + N\yy)?] dr?]
AN,

Ay=0

2
% / ' w?2ydr®

og endelig far vi for (-ledet, efter at have reduceret det til reelle funktioner, fglgende
veerdi
O% [ B2t + \yy)Pw + 2w (W' + A\yy)] dr’]
0Ny

Ay=0

n—z/ﬁ [3u”w + w’] 2
9 Y

For at minimere forventningsveerdien seetter vi nu den samlede afledte lig nul. Hvis inte-
granden af et integral giver nul, sa vil integralet ogsa give nul, sa vi satter intetgranden
lig nul. Nar vi gor dette kan vi dividere hele vores ligning igennem med 2ny og vi far
folgende udtryk:

—h?
5 VAU Vet + g [ (20 + w'w?) + aywu’ + B(3uw + w?)] =
m
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hvor vi husker at w var konstant under denne minimering og hvor vi nu kan navngive
vores u’ til at veere u igen, da u(r) = u/(r) + Ay er evalueret i A\, = 0.
Hvis vi minimerer med hensyn til A\, far vi samme ligning, vi skal bare sendre hvert

eneste u til et w og hver eneste w til et u og addere Ej i den kinetiske energioperator:

—h*_, n 3 2 2 2 3

%V w+(Vemt+E0)w+§ [ (20° + wu®) 4+ au*w + BBw u + u?)] = pw
Sa vi har nu to ligninger med to ubekendte som beskriver vores to-kanal Bose-Einstein
kondensat. Vi kan omskrive dette til et egenveerdiproblem som er matematisk sckvivalent,
ved at konstruere en 2x2 matrix der, nar man bruger den pa ¢, vil udtrykke de samme
to ligninger.

hvor H er givet ved

H =
%vaz + Vet (1) + nagu(r)? 5 [auu(r)tzu(r) + awu(r)w(r) + B(3u(r)? + w(r)2)]
5 [awu(r)w(r) + ayu(r)w(r) + B(Bw(r)? + u(r)2)} E—fﬁv2 + Vet (r) + naww(r)? + Ep

Sa vi ser at denne simple to-kanal model giver os en hamilton-operator, hvori Gross-
Pitaevskii ligningen for henholdsvis den abne og lukkede kanal indgar i Hn og HQQ og
hvor der vil veere en kobling mellem de to kanaler, der afhsenger af bglgefunktionen for
bade den lukkede og abne kanal, sa den er ikke helt simpel. For at se pa hvorledes denne
beskriver de fysiske egenskaber for et Bose-Einstein kondensat, vil vi se pa en numerisk
lpsning af ligningen.

5 Numerisk Lgsning af Gross-Pitaevskii ligningen

For vi kigger nsermere pa selve metoden, vil vi se pa hvilken ligning vi skal lgse. Vi
anvender for bade en og to-kanal modellen en harmonisk oscillator som faeldepotential
1
Vert = 5mugr?
sa gassen vil besidde sfeerisk symmetri. For at forsimple problemet vil vi kun lgse den
radiale del af bglgeligningen. Under antagelse af sfeerisk symmetri kan man opskrive
bolgefunktionen i poleere koordinater pa fglgende vis:

P(T)nlnm(¢7 9)

r

hvor

Pu(r)=1r-Ry(r)
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Hvis vi nu gar ud fra at vi befinder os i grundtilstanden, hvilket Bose-Einstein kondensatet
gor per definition, vil vi kun se pa situationen hvor n=l=m=0. Nar dette er tilfaeldet sa vil
Yoo = \/LTW' Vi vil gerne omskrive Gross-Pitaevskii ligningen til at operere pa P(r) frem for
R(r). Grunden til at vi gor dette er at den radiale del af bplgefunktionen kun er defineret
for positive veerdier af r, sa lim, o P(r) = 0 for at den opfylder normeringsbetingelserne.
Nar vi skriver bglgefunktionen som i ligning 5.1 pa forrige side, vil dette klart vaere
tilfeeldet. Da vores feeldepotential er en harmonisk oscillator er et geet pa en lgsning en
modificeret lgsning for grundtilstanden i den harmoniske oscillator

) = (22 e

7h

Den harmoniske oscillators lgsning, har maksimum i nul og gar derefter symmetrisk ud
til hver side, sa derfor er denne omskrivning vigtig. Hvis vi gar ud fra at R(r) svarer i
form til grundtilstanden for en harmonisk oscillator vil dette ogsa betyde at P(r) er anti-
symmetrisk omkring nul. Den anden normeringsbetingelse er at lim, ., P(r) = 0, som
igen er opfyldt hvis vi gar ud fra at R(r) er en lettere modificeret grundtilstand for den
harmoniske oscillator, da eksponentialfunktioner aftager hurtigere end linezere funktioner
vokser.

Generelt ser vi at bglgefunktionen selv indgar i hamilton-operatoren for vores system.
Sa vi vil gerne finde egenveerdier samt egenfunktioner iterativt. Dvs. at vi starter med
et gaet pa en egenfunktion, som naevnt bruger vi gaet svarende til grundtilstanden for en
harmonisk oscillator. Sa udregner vi hamilton-operatoren og finder derpa egenveerdierne,
samt egenfunktionerne for denne. Vi bruger sa den nye egenfunktion for grundtilstanden
til at lave en ny hamiltonoperator osv. indtil at vores egenvaerdier konvergerer omkring
en stabil veerdi, altsa nar vi far en selvkonsistent lgsning.

For at bruge denne metode skal vi kunne beskrive vores kinetiske energioperator. Det
er naturligvis nemt at beskrive vores potential-operator, samt vores interaktions-operator
som matricer, da dette bare vil veere en diagonalmatrix med diagonalindgange svarende
til veerdier i et diskret positionsrum. Dvs. veerdier for r;. Hvordan disse helt praecis ser
ud, vil jeg beskrive naermere nar vi kommer til de specifikke udregninger. Hvis vi vil
beskrive hamiltonoperatoren, méa vi finde en made at beskrive V2 numerisk i et diskret
positionsrum. Hvis vi begreenser problemet til en dimension er en af de simpleste mader
at ggre dette via 5-punktsmetoden. 5-punktsmetoden giver os den dobbelt-afledede pa
fglgende vis:

—fr—=2Ar)+16f(r — Ar) = 30f(x) + 16f(r + Ar) — f(r + 2Ar)

fir) = 12A72

(5.2)

Vi kan nu opstille en matrix der ved brug pa den diskrete bglgefunktion vil give et udtryk
svarende til udtrykket ovenover. Nar vi definerer vores r, samt vores bglgefunktion, sa
sorger vi for at r-vektoren er sekvidistant og at differensen mellem punkter svarer til Ar.
Vi sgrger ogsa for at denne ackvidistante afstand er afstanden til nul, fra fgrste punkt
dvs. at

r = [Ar; Tmaz]
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i skridt af Ar. Derfor vil veerdien for f(r — Ar) veere veerdien der ligger lige for den veerdi
vi udregner {7 for i bglgefunktionsvektoren. Pa samme made er f(r — 2Ar) veerdien der
ligger to skridt fgr osv. Dvs. at mellem den 3. og den 3. sidste veerdi for vektoren, skal
matricen have 5 indgange [-1 16 -30 16 -1], samt nuller saledes at disse finder f” for den
rigtige veerdi af ¢. For de 3 forste og 3 sidste defineres f” via de veerdier der er mulige at
have med. Et eksempel pa en sadan matrix kan ses nedenunder:

[—30 16 -1 0 0 0
6 -30 16 -1 0 0
, 1 -1 16 =30 16 -1 0
/ T 1A | 0 -1 16 —30 16 -1
0O 0 -1 16 -30 16
0 0 0 —1 16 —30_

Men for at fa ordentlige resultater ma vi ogsa tage hgjde for normeringsbetingelserne
for belgefunktionen. Som tidligere naevnt skal lim, o P(r) = 0 og lim,_,, P(r) = 0. Da
P(0)=0 og den er anti-symmetrisk omkring nul kan vi udregne hvordan dette vil s&endre
5-punkts-veerdien for fgrste veerdi i vores r vektor. Denne skal nemlig besta af alle ledene
i ligning 5.2 pa foregaende side. Hvis vi nu siger at ledet inden 0 er f(ro) betyder dette
at —f(r_a) = f(ro) og at f(r_;) = 0, dvs. at 30 skal laves om til 29.

Ved hamiltonoperatoren for bade en- og to-kanal modellen kan det betale sig at skalere
Gross-Pitaevskii ligningen med den karakteristiske leengde for den harmoniske oscillator

h

mwo

1 (5.3)

a’OSC

som vi definerer til grundenheden 1. Pa samme made vil vi skalere energierne med ener-
gikvanten fra den harmoniske oscillator hwy = 1. Pa denne made far vi en dimensionslgs
ligning.

Vi vil se pa “Li, som har to kanaler svarende til singlet og triplet tilstande. Man kan
finde eksperimentelle vaerdier for spredningslaeengderne af disse til et magnetfelt pa 0, via
fotoassociation. Vi bruger resultaterne fra [Pehtick], hvor de star givet til a; = —27, 6ay
og as = 33ag, hvor ay er Bohr-radius. Derudover kender vi naturligvis massen af Lithium
som er m=7,016u og vi kan definere en harmonisk oscillator med en bestemt frekvens,
f.eks. pa 27 - 180H z, som svarer til typiske eksperimentelle veerdier. Sa vi kan beskrive
vores spredningsleengder i enheder af oscillatorleengder, der er defineret som ovenover:
a; = —5,16-10"* og a, = 6,17 - 1074

Til sidst skal det neevnes at vi ogsa kan finde radius af skyen i vores kondensat ud fra
folgende formel

R
=/ (2?) = 47?/352P(3:)2
hvor |P(z)| naturligvis skal erstattes af |P,(z)|? + |P,(x)|* for to-kanal-modellen.
Jeg implementerer den numeriske lgsning i programmet matlab og alle figurer i de to
folgende sektioner kommer som resultat af denne implementering. Alle resultater for det

kemiske potential og radius er beregnet med en preecision pa 4 decimaler. M-filen der
beskriver proceduren kan hentes pa [Matlab-program].
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5.1 En-kanal Gross-Pitaevskii ligningen

Vi gar ud fra at Lithium-partiklerne enten alle befinder sig i singlet eller alle befinder sig
i triplet-tilstanden, da en-kanal Gross-Pitaevskii ligningen kun kan tage hgjde for at de
alle er i samme kanal. For at lgse problemet bruger vi den ovenfor beskrevne metode og
vi vil indsaette P(r) = r - R(r) i Gross-Pitaevskii ligningen, samt skalere med ligning 5.3
pa forrige side, hvilket vi praktisk ggr ved at dividere igennem med oscillatorenergien hwy

r 2
(25 4 Lo+ 112 PG
Fuwg

=

P(r) &

v, . 1/ r
_a —_—
2 osc 2

aOSC

2
P 2
) + ndm ¢ ﬁaosc P(T) = LP(’I")
Qosc [ ‘WO

og da a,g. er defineret til enhedslaengden for systemet far vi bare at vi skal lgse

AVAR P(x)? U
— 4= dra—=—)| P(x) = —P
{2 + 5% +ndma o )| P(x) " (x)
hvor
r
Tr =
aOSC

og spredningsleengden a ogsa er malt i oscillatorleengder. Sa vi kan nu lgse denne ligning
iterativt som beskrevet ovenfor, hvor vi renormerer vores bglgefunktion hver gang ved

47 A / P(z)*dr =1

via den simple trapzodiale metode. Vi starter med et gaet svarende til grundtilstanden for
den harmoniske oscillator omskrevet til P(x), hvor vi igen lader den veere dimensionslgs,
dvs.

P(z) = Aze™>
Sa vi lgser en matrix bestaende af
T + diag(Ver) + diag(Vyj)

hvor T er beskrevet ud fra 5-punkts metoden. Vi varierer nu antallet af partikler n og
ser hvad der sker for bade den abne og lukkede kanal. Som naevnt regner vi med at der
sker kollaps nar vi nar et vist antal partikler med negativ spredningsleengde. Pa figur 4
og 6 pa naeste side ses et naerbillede af kollapsomradet for den negative spredningsleengde,
mens der pa figur 5 og 7, pa samme side, ses variation af antal partikler mellem 0 og 2000
for bade den negative og positive spredningsleengde. Vi har plottet MLO som en funktion
af -*, da man sa ogsa kan fortolke vores graf som om n er konstant, men at vi i stedet

c
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varierer spredningsleengden, som vi jo netop kan ved at variere et magnetfelt og skabe
Feshbach-resonans.
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Figur 4: Praecis beregning omkring kol- Figur 5: Energiniveauerne, for - mel-

lapsomradet for det kemiske potential, n lem -1 og 1, n varierer i skridt af 100
varierer i skridt af 1
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Figur 6: preecis beregning omkring kol- Figur 7: Radius, for % mellem -1 og 1,
lapsomradet for radius , n varierer i n varierer i skridt af 100
skridt af 1
Vi ser at der sker kollaps ved 1111 partikler, svarende til > = —0,5738, hvor det

kemiske potential falder til stgrrelsesordenen -8000 thO Radius ofter kollapset falder til

aic = 0,1009, sa vi har ikke lzengere en kondensat-"sky”, men en meengde partikler der

er samlet meget taet. Denne veerdi for hvor der sker kollaps stemmer overens med vardien
der opnas i [Pethick], der ogsa informerer os om at den reelle veerdi ligger til hgjre for
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den fundne. Dette er fordi vores lgsningsmetode har et begraenset antal frihedsgrader. Vi
ser ogsa at veerdien af det kemiske potential og radius afhaenger af antal partikler/spred-
ningslaengden hvilket stemmer overens med eksperimentelle resultater.

Til sidst kan vi kigge pa formen af bglgefunktionen svarende til grundtilstandsenergien,
dvs. til kondensatets tilstand, for og efter kollaps. Pa figur 8 og 9 ses et eksempel pa dette.
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Figur 8: Bolgefunktionen for kollaps Figur 9: Bolgefunktionen efter kollaps

For kollapset ligner bglgefunktionen en lettere deformeret bglgefunktion for grundtil-
standen til en harmonisk oscillator, hvilket passer fint med vores forventning. Efter kol-
lapset er bglgefunktionen ikke laengere en paen gauss-lignende kurve, men er koncentreret
pa et meget lille omrade, svarende til at skyen er kollapset.

5.2 To-kanal Gross-Pitaevskii ligningen

Vi gar her ud fra at kondensatet kan befinde sig i bade singlet og triplet tilstanden. Det er
klart at der vil ske kollaps hvis alle atomerne er i triplet-tilstanden, dvs. den lukkede kanal,
og vi har et antal atomer der er stgrre end den kritiske veerdi for kollaps under en-kanal
modellen. Hvis de alle befinder sig i singlet tilstanden vil situationen svare til en-kanal
modellen, hvorfor kondensatet opretholdes. I virkeligheden vil der opsta en kombination
af triplet og singlet tilstande, nar vi neéermer os overgangsenergien. For nar partiklerne i
den abne kanal far mulighed for at seenke energien af kondensatet ved at ga over i den
lukkede kanal, vil de ggre det. Hvis vi gar ud fra at a, og a; er konstante ved variation af
det eksterne magnetfelt vil kondensatets athaengighed af dette, kunne beskrives ved dets
afheengighed af Fy, som jo afhenger af

Dvs. at Ej @ndres, nar magnetfeltet sendres. Vi kan nu se pa hvordan kondensatet af-
heenger af antallet af partikler n samt magnetfeltet B, nar man har defineret en bestemt
interaktion b mellem de to kanaler. Vi veelger b=4.
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For at regne pa kondensatet vil vi skalere to-kanal hamiltonoperatoren med oscillator-
leengden, samt indsaette P(r) = r- R(r). Udregningerne er af preecis samme karakter som
for en-kanal modellen, der er bare flere led af samme form. Vi kommer frem til fglgende

~

H =

— 192 4 La? 4 drnay (Bul@))? 22 4y Py () P (@) + aw Pu(@) Pu (@) + aTuspug;)? + Py (0)?)]
2zn [awPu(z)Pw(m) + @y Pu(2) Py (z) + % (3Py (2)? + Pu(z)2)] — 392 4 1a? 4 dmnay, (P2 4 e

x

hvor x og a males i oscillatorleengder som for en-kanal modellen.

Vi kan nu lgse denne ligning i matlab ud fra den generelle metode. I forhold til en-kanal
modellen er der dog et par tekniske og teoretiske sendringer der er relevante. Normeringen
er naturligvis en anden, den defineres nemlig som

4 A2 / (Pa(2)? + Po(2)?)dz = 1

hvor vi stadig udregner integralet via den trapzodiale metode. De egenvektorer vi finder
som lgsninger, vil veere pa formen

sa vi skal splitte dem op efter hver iteration, for at kunne bruge dem til at skabe den nye
matrix. Selve matricen, der beskriver hamiltonoperatoren, vil ogsa veere anderledes end
for en-kanal modellen. Den vil havde dobbelt sa store dimensioner, da den vil besta af 4
blokmatricer svarende i stgrrelse til matricen for en kanal-modellen. Sa

i GP, diag(ky)
| diag(ke) GP, + diag(Ep)

hvor GP; og GP, svarer til de blokmatricer vi konstruerede for en-kanal modellen for
henholdsvis singlet og triplet-tilstanden. k£ og ko svarer til koblingen mellem de to til-
stande, der simpelt defineres som diagonalmatricer, hvor diagonalindgangene svarer til
regneudtrykkene som kan ses i hamiltonmatricen vi lgser. Ej vil ogsa bare beregnes som
en diagonalmatrix med Ej for hver diagonalindgang.
Vi starter med et geet svarende til den harmoniske oscillators grundtilstand, omregnet
til dimensionsgs P(x), dvs.
‘,L,Z
re~z
22
re 2

Vi vil kigge pa hvorledes kondensatet athaenger af separationsenergien mellem de to
kanalaer Ej og dermed af magnetfeltet. Sa vi varierer nu Ej for at se hvor vi har kollaps og
for at se hvordan det kemiske potentiale opfarer sig bade for og efter kollapsomradet. Vi
setter n=1111, da dette var antal partikler for hvilken en-kanal Gross-Pitaevskii ligningen
gav kollaps. Sa vi finder ud af hvilken energi, der med den givne kobling b, vil svare til en
effektiv spredningsleengde der kan sammenlignes med det en-dimensionelle tilfselde uden
magnetfelt. Jeg far folgende resultater:
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Figur 10: Preecis beregning omkring kol- Figur 11: Det kemiske potentiale, for

lapsomradet for det kemiske potentiale, mellem 0 og 1, hvor Ey varierer i skridt
Ey varierer i skridt af 0,0001 af 0,05
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Figur 12: Preecis beregning omkring kol- Figur 13: Radius, for Ey mellem 0 og 1,
lapsomradet for radius, FEj varierer i hvor Ey varierer i skridt af 0,05
skridt af 0,0001

Pa figur 10 og 13 ses et tydeligt kollaps ved Ey = 0,5541, hvor hMTo falder til i

stgrrelsesordenen -1000 . Vi far at radius af skyen efter kollaps er 0, 1009aic, hvilket
stemmer overens med en-kanal modellen. Det er ogsa interessant at se hvorledes poten-
tialet sendrer sig for og efter kollapset, som kan ses pa figur 14 og 15 pa den folgende

side
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Figur 14: Det kemiske potential som Figur 15: Det kemiske potential som
funktion af Ey fgr kollaps funktion af Ej efter kollaps

Sa vi ser at potentialet varierer med magnetfeltet. For kollapset vil energien af det
kemiske potential per partikel falde, nar Fy bliver mindre. For at forsta dette kan vi se
pa bglgefunktionerne af vores system ved en energi pa 1 og ved en energi pa 0,6, hvor vi
har en forskel i kemisk potential pa 0, 044hAwq. Disse 2 kan ses pa figur 16 og 17, hvor den
bla graf er |u(z)|? og den rode er |w(x)[>. Denne farvemarkering vil ga igen for alle grafer
indeholdende de to bglgefunktioner.
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Figur 16: Normkvadratet pa Figur 17: Normkvadratet pa
belgefunktioner for seperationsenergi bolgefunktioner for seperationsenergi
pa Ey =1 pa Fy = 0.6

Vi ser at nar vi kommer taettere pa den kritiske veerdi, sa vil en stgrre del af partiklerne
veere i den lukkede kanal, hvor de har en lavere energi. Vi ser ogsa at for omkring £y = 1 er
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populationen af den lukkede kanal naesten negligerbar og vi ser at potentialet begynder
at ga asymptotisk mod en fast veerdi. Afhengigheden er umiddelbart svagere end for
en-kanal modellen.

Efter kollapset, vil naesten hele populationen af partikler veere gaet over i den lukkede
kanal og vi ser at bglgefunktionerne kommer til at se ud som pa figur 18
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Figur 18: Normkvadratet pa bglgefunktioner efter kollaps

Sa de er ikke laengere paene gauss-lignende kurver som de var under kondensatet,
formen af bglgefunktionen for den lukkede kanal bliver ligesom formen af den lukkede
kanal efter kollaps i en-kanal modellen.

Vores kollaps vil naturligvis stadig veere afheengigt af antallet af partikler. Vi kan
holde E fast pa 0,5541 og se hvordan det kemiske potential afheenger af antal partikler.
Det er ogsa interessant om denne vil svare til formen af en-kanal modellen. Derudover
kan vi se hvorledes det kemiske potential afheenger af partikelantallet, ved at simulere
kollapset for et forskelligt antal partikler. Grafer svarende til disse to simulationer, kan
ses pa figur 19 og 20 pa den folgende side
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Figur 19: p som en funktion af antal par- Figur 20: Kollaps af p for forskellige n,
tikler n, til energien E=0,5541 rgd svarer til n=1000, bla n=1111, grgn
n=1400, sort n=1600

Vi ser at bade energien for hvilken der sker kollaps og veerdien af det kemiske potential
er athaengig af antal partikler. Til gengeeld kan vi ikke direkte modellere det kemiske
potentials atheengighed af antal partikler for kollapset ved fast Ej, kun selve kollapsets
afheengighed. Jeg forspgte ogsa at lade n ga fra 800-1200, men sa ingen @endring. Vi ser
desuden at for n=1000 er kondensatet stabilt og overgangen fra den abne til den lukkede
kanal vil i stedet give sig udtryk i en seenkning af energien svarende til energidifferensen
mellem dem. Den potentielle energi seenkes nogenlunde linesert med Ej derefter, da Ejy jo
var adderet til energien for den lukkede kanal. Efter dette ”"kollaps” har bglgefunktionerne
det modsatte storrelsesforhold af hvad de havde fgr, som kan ses pa figur 21 og 22 pa
naeste side. Vi ser ogsa at omkring kollapsomradet vil populationen veere mere fordelt
mellem de to kanaler, end for de ikke-stabile kondensater.
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Figur 22: Bglgefunktionerne efter ”kol-
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Figur 21: Bglgefunktionerne lige for
"kollaps” for n=1000

5.3 Kommentarer til selve de numeriske beregninger

Matlab-programmerne brugt til at lgse en- og to-kanal modellen kan som tidligere neevnt
findes pa [Matlab-program].

For to-kanal modellen er lgsningen meget fglsom overfor praecisionen i input. F.eks. hvor
mange punkter der veelges til diskret at repraesentere radius-vektoren. For 100 punkter
konvergerer resultatet ikke, men springer rundt mellem forskellige veerdier. Man skal op
pa i hvert fald 500 punkter forend den konvergerer mod en veerdi. Man skal ogsa veelge
omradet for radiusvektoren korrekt, ellers konvergerer den heller ikke. r,,,, = 10 virker
ikke, mens 7,,,, = 50 gor (malt i oscillatorleengder), pa trods af at det i vores resultater
ser ud til at bglgefunktionen gar mod nul allerede omkring 3. Man skal dog heller ikke
veelge 7,40 for stort, da for lille praecision i Ar ogsa gor at resultaterne ikke konvergerer.
Udregningerne i denne opgave er lavet med 7,,,. = 100 og Ar = 0.1, hvilket giver 1000
punkter og ser ud til at opfylde preecisionskravene for alle 3 faktorer. Programmet ser
ogsa ud til at virke for f.eks. 7,4, = 50 og Ar = 0.05. Det kan godt betale sig at optime-
re disse parametre yderligere, da det tager i stgrrelsesordenen en dag, at beregne en af
graferne, der er brugt i ovenstaende sektion, med de valgte parametre (pa en intel core 2
duo 3,16 GHz). Jeg har desuden brugt de samme verdier for en-kanal udregningen. En
anden interessant egenskab ved programmet er at nar vi naermer os kollapsomradet, skal
der flere iterationer til fgrend at veerdien konvergerer endeligt.
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6 Konklusion

Vi har i denne opgave set pa de kendte resultater for den klassiske Gross-Pitaevskii ligning
svarende til en en-kanal model og har derudover set pa resultaterne for en simpel to-kanal
udvidelse af denne model. I to-kanal udvidelsen kan vi undga at ligningen er udefineret
omkring resonansmagnetfeltet ved Feshbach-resonans, da vi modellerer athsengigheden
af magnetfeltet direkte via E, og lader spredningsleengderne for den lukkede og abne
kanal, der indgar eksplicit i ligningen, veere konstante. Ved numerisk lgsning af to-kanal
modellen genfinder vi de vigtigste fysiske egenskaber fra en-kanal modellen, som er i
overensstemmelse med eksperimenter. Vi finder at kollapset er athsengig af bade antal
partikler, samt magnetfeltets styrke. Derudover finder vi at veerdien af det kemiske po-
tential  atheenger af magnetfeltet fgr kondensatets kollaps, dog ikke neer sa kraftigt som
i en-kanal modellen. Vi modellerer ogsa at energien athaenger af antal partikler som man
kan se pa figur 20 pa side 27. Sa det ser ud til at to-kanal modellen genfinder alle de vee-
sentlige fysiske egenskaber fra en-kanal-modellen, uden singularitetsproblemet. Det ville
veere interessant at finde koblingskonstanten b for et alkali-metal ved at fitte eksperimen-
telle data til f.eks. zero-range modellen for to-kanal Feshbach-resonans, saledes at man
kan lave en numerisk simulation svarende til simulationen i denne opgave, men med reelle
veerdier for b. Man kunne sa lave en mere rigid sammenligning af en- og to-kanal model-
len, samt en sammenligning med eksperimentelle data for Bose-Einstein kondensater ved
Feshbach-resonanser.
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