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Abstract

The temperature-dependent Hartree-Fock approximation (THF)
generalizes Hartree-Fock (HF) to the quantum statistical mechan-
ics problem of interacting fermions in thermal equilibrium with a
heat and particle reservior. The interacting system is thus replaced
with a non-interacting system introducing an effective single particle
Hamiltonian describing the 2-body interactions with two potentials:
The direct and exchange interaction.

First THF is motivated and developed in coordinate represen-
tation yielding the THF equations consisting of a single particle
Schrédinger-like equation determining the single particle spectrum,
the occupation probability for single particle states which follow
Fermi-Dirac statistics in single particle energies and and a consis-
tency equation relating the chemical potential and mean number of
particles.

The THF is then applied to a harmonically interacting gas of
spinless fermions in a harmonic trap potential, where it is shown
that if the exchange interaction is neglectible the THF equations
reduce to a harmonic oscillator equation with a modified angular

frequency y/wirap + N w? to which the solutions are known.

At last the effects of neglecting the exchange interaction is dis-
cussed using a modified version of the standard numeric iterative
method for solving radial THF equations. Here it is found that the
effect of the exchange interaction is vanishingly small (about 0,2%)
and diminishing for increasing temperature. This shows that the
Fermi gas with harmonic 2-body interactions are largely analytical
within THF.
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1 Indledning

Den temperaturathengige Hartree-Fock approksimation (THF) er en udvidelse af
Hartree-Fock approksimationen (HF) til endelig temperatur. Hartree-Fock approksi-
mationen er en generalisering af en metode foreslaet i 1928 af D. R. Hartree til at
bestemme atomare systemers grundtilstand. J.C. Slater og V. A. Fock forfinede meto-
den med en formulering ved variationsprincippet, hvor der desuden tages hgjde for
Paulis udelukkelsesprincip for fermioniske partikler [9]. Siden har Hartree-Fock ap-
proksimationen fundet anvendelse indenfor andre omrader, hvor der arbejdes med
systemer af fermioner e.g. indenfor kernefysikken [1,12].

I litteraturen beskrives den temperaturafheengige Hartree-Fock approksimation i
andenkvantiseringsformalismen [1-3,5] og et delmal i projektet er at definere og udlede
THF ligningerne i koordinatrumsrepraesentationen. Tilfgjes centralfeltsapproksima-
tionen opnas den radielle temperaturatheengige Hartree-Fock approksimaion (RTHF).
Karakteristisk for Hartree-Fock ligningerne er, at den effektive enkelt-partikel Hamilton-
operator afhsenger af lgsningerne. Det er velkendt at Hartree-Fock ligningerne kan
lgses efter en numerisk iterativ metode [9,12]. Denne metode udvides i projektet til
RTHF ligningerne.

Den temperaturafheengige Hartree-Fock approksimation benyttes til at studere
termiske effekter for en gas af spinlgse fermioner i en isotrop harmonisk fzelde, hvor
partiklerne indbyrdes vekselvirker harmonisk. Dette system er valgt dels fordi THF
ligningerne kan lgses analytisk nar exchange vekselvirkningen negliceres, og fordi sys-
temet tilnsermelsesvist ligner den eksperimentelle situation i et kvanteoptiklaborato-
rium, hvor en gas af fermioniske atomer, f.cks. Kalium-40, er fanget i en optisk faelde.!
Hvorvidt den analytiske lgsning giver fornuftige resultater athsenger siledes af effek-
ten af exchange vekselvirkningen, der bliver et centralt sprggsmal for den numeriske
lgsning.

'En typisk feelde er dog ikke sfeerisk symmetrisk, men approksimeres ved en harmonisk oscillator
med forskellige oscillatorfrekvenser i forskellige retninger.
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2 Temperaturafthaengig Hartree-Fock

I dette afsnit beskrives den temperaturatheengige Hartree-Fock approksimation (THF).
I forste omgang analyseres Hartree-Fock approksimationen (HF) med henblik pa en
diskussion af hvorledes den generaliserer til en endelig temperatur!. Dernaest defineres
THF og de temperaturathaengige Hartree-Fock ligninger udledes.

Indfgrelsen af den temperaturathaengige Hartree-Fock approksimation er inspireret
af [1-5] men adskiller sig ved, at udregningerne ikke foretages i anden kvantiserings-
formalismen.

2.1 Det kvantemekaniske flere legeme problem

Tilstanden af en kvantemekanisk partikel er beskrevet ved en ket i Hilbertrummet
hgrende til systemet. Betragt nu et system bestaende af N kvantemekaniske partikler

med tilhgrende Hilbertrum h1,..., -y, tilstanden af dette samlede system er givet
ved en ket i Hilbertrumstensorproduktet h1 ® - - - ® hy.
Koordinatrumsbglgefunktionen W¥(ri,...,ry) er da generelt en superposition af
produktbglgefunktioner, hvis dynamik er styret af Schrodingerligningen
h 0 v=HV 2.1
ot T 2.1)

hvor H er Hamiltonoperatoren [7,8].

I det folgende betragts en N-partikel Hamiltonoperator for et system bestaende af
identiske, spinlgse, fermioner, der parvist interagerer via en to-partikel vekselvirkning
V(r; — rj). Desuden medtages et ydre felt, Ve (r), der holder partiklerne fanget.
Hamiltonoperatoren tager dermed formen

N plg 1
H=Y" {Qm + Vext(ri)} by Ve - x) (2.2)
i=1 it

hq

At bestemme de tilladte energier af systemet kraever at spektrummet af operatoren
(2.2) bestemmes. Lgsningen af dette N-partikel system er generelt besveerligt, hvorfor
man ma vende sig mod approksimationer som f.eks. middelfeltsapproksimationer ald
Hartree-Fock approksimationen.

"Hermed begar jeg samme sproglige fortéelse, som det er standard i litteraturen, nemlig at kaldes
T = 0 for ikke-endelig.



2.2. Hartree-Fock approksimationen

2.2 Hartree-Fock approksimationen

I tilfeelde hvor den eksakte lgsning ikke umiddelbart lader sig bestemme, ma man
ty til approksimationer. En metode til at generere approksimationer fas af variation-
sprincippet:
Givet et system beskrevet ved en Hamiltonoperator H, for enhver normeret til-
stand ¢ geelder der at
Bo < (6] H|6), (2.3)

hvor Ej her betegner energiegenveerdien af den eksakte grundtilstand af H [7, kap. 7].

Uligheden (2.3) er udgangspunktet for Hartree-Fock approksimationen, der bestar
i at lave den bedst mulige uatheengige partikel approksimation [9, afs. 8.4]. Hvis par-
tiklerne er uafhaengige, altsa ikke vekselvirkende, er grundstilstanden et produkt af
enkelt-partikel bglgefunktioner. For identiske fermioner skal tilstanden foruden veere
antisymmetriseret i overensstemmelse med Paulis udelukkelsesprincip [9, afs. 2.7],
hvorfor den tager formen

N
\IIHFS(rla .. .,I'N) = \/Alf\fil Z (_1)0 H ¢u(ra(u))7 (24)
oESN p=1

hvor Sy er meengden af permutationer af tallene 1,..., N og (—1)7 skal laeses som
pariteten af permutationen o. I det fglgende vil en tilstand som i (2.4) kaldes for en
HFS-tilstand, som undertiden ogsa betegnes en Slaterdeterminant?.

Den bedst mulige uafhsengig partikel model, der approksimerer systemet af vek-
selvirkende fermioner med Hamiltonoperator H, findes da ved at minimere forvent-
ningsveerdien af Hamiltonoperatoren i en HFS-tilstand® med hensyn til valget af
enkelt-partikelbglgefunktionerne. Forventningsvaerdien er

N
1
(Upps|H|Whps) = ) h,u+§ > Vi, (2.5)
p=1 nFV

hvor h, = (¢u|h|¢,) er forventningsveerdien af enkelt-partikel Hamiltonoperatoren

h = g’—m + Vext. Forventningsveerdien af to-partikel vekselvirkningen V), = D, — X,
bestar af et direkte D, samt exchange vekselvirkningsled X, givet ved

Dy = [ drd' 60065V (x = ), (1)1 () (2.6)
X = [ drd! 65,0)8L( IV (x = )66, (2.7)

2Efter Slater, der foreslog den som en forbedring af Hartrees ansatz. Men ogsa fordi dette faktisk
er Leibniz formel for determinanten af en matrix dannet af ¢;’erne [9, afs. 8.4].

3Forventningsveerdien af en Hamiltonoperatoren pa formen (2.2) for en Hartree-Fock-Slater til-
stand er udregnet i bilag A.



2.3. Termiske eksitationer i det grandkanoniske ensemble

En ngdvendig betingelse for minimum er at variation med hensyn til enkelt-
partikel bglgefunktionerne, ¢;, opfylder

0= M;(r) [(WHFS’H|WHFS> — %;('ywwu]qﬁ,,) —6u) |, (2.8)

hvor +,,, er Lagrangemultiplikatore indfgrt for uafhaengigt at variere ¢;, og samtidigt

sikre deres indbyrdes orthonormalitet ved at minimere [---] i (2.8) med hensyn til

4
Ypv-

Ligning (2.8) kan omskrives til et st af integro-differentialligninger for ¢;’erne,
de sakaldte Hartree-Fock ligninger

R? .
(—V2 + Vext () + VD(I‘)> ¢i(r) — /d‘sr' Vx(r,v') i (v)) = e;i(r), (2.9)

2m

hvor er Ve (r) er en enkelt-partikel vekselvirkning. Den direkte vekselvirkning Vp og
exchange vekselvirkningen Vx(r,r’) er givet ved

Vo) = 3 [V (e o). (2.10)
I
Vx(r,v) = Z V(r, r')gf);(r’)gbu(r). (2.11)
o

Tilstanden Wyrg givet ved (2.4) dannet af de N lavest liggende lgsninger til (2.9)
er da Hartree-Fock approksimationen til grundtilstanden af systemet [9, afs. 8.4].

2.3 Termiske eksitationer i det grandkanoniske
ensemble

En statistisk fordeling af kvantetilstande kan naturligt studeres ved den sdkaldte
teethedsoperator. Hvis man med sandsynligheden p; har tilstanden |¢;), hvor {|¢;)}i
udggr en ortonormalbasis for Hilbertrummet af systemets tilstande, s indfgres teetheds-
operatoren [8, afs. 3.4] for dette statistiske ensemble af kvantetilstande ved

p= sz'|¢i>(¢z’|- (2.12)

Taethedsoperatoren (2.12) tillader udregningen af middelveerdien af forventnings-
veerdien af en observabel A for denne statistiske fordeling af kvantetilstande ved
formlen

tr(pA) = D2 (651 [ Y- pilen) (6l Ales) = 3 pitil Alei), (2.13)

J

1~ skal diagonaliseres siledes lettes udregningerne en del, dette kommer ud pi at omdefinere
Slaterdeterminanten ved en rotation af tilstandene indbyrdes, men har ingen konsekvens for den
samlede determinant [9, s. 386-387].



2.3. Termiske eksitationer i det grandkanoniske ensemble

idet det udnyttes at (¢;|¢;) = ;.

Teenkes systemet i kontakt med omgivelserne vil udvekslingen af energi og partikler
bevirke at systemet eksiteres og deeksiteres kontinuerligt, og efter et stykke tid vil
det veere i ligevaegt med omgivelserne.

Det grandkanoniske ensemble er det statistiske ensemble der beskriver et system i
termisk ligeveegt med et varme- og partikelreservior [10,11]. Sandsynlighedsfordelin-
gen for besattelse af tilstande i det grandkanoniske ensemble kan findes ved minimum
af det grandkanoniske potential [2,5]

G=FE—TS — u(N), (2.14)

hvor £ =}y o, PNaENa er middelenergien, T' temperaturen, S = —k 3 , pPna Inpra
er Gibbs entropien for en sandsynlighedsfordeling {pna}, 1t er det kemiske potential
og (N) = > N o PNoN middel antallet af partikler.

Den statistiske fordeling fplger ved at differentiere den frie energi G[{pna}] med
hensyn til pyq, sette det opnaede udtryk lig 0 og isolere pyq

¢—B(Exa—pN)

7 : (2.15)

PNa =

hvor normeringsfaktoren Z = >y, e PEna=iN) er tilstandssummen. Relationen
mellem det kemiske potential og det gennemsnitlige antal partikler, betyder at man
istedet kunne specificere (), hvorved p defineres ved at opfylde ligningen [10, afs 11]

B_B(ENQ_MN)N
Ny =y —— (2.16)

Na

Den grandkanoniske taethedsoperator for et system med en Hamiltonoperator H
er jvf. (2.12) givet ved
PGK = l Ze_ﬁ(ENa_HN)|N’ a)(N,al = 7e_ﬁHﬁ , (2.17)

Z Na tr(e_B )
her betegner {|N, &)} n o den fuldsteendige basis for Fockrummet af systemets mulige
kvantetilstande bestaende af egentilstande for den grandkanoniske Hamiltonoperator
H=H — uN.

At ligevaegtstilstanden for et system ved temperatur T' og kemisk potential p kan
fas ved minimum af det termodynamiske potential (2.14) betyder, at enhver anden
fordeling af tilstande — altsa teethedsoperatorer — der matte betragtes, vil det fgre
til et overslag af den frie energi [4]. Dette er udgangspunktet for adskillige approksi-
mationer i statistisk mekanik [11], heriblandt den temperaturatheengige Hartree-Fock
approksimation [1,2].



2.4. Den temperaturafthengige Hartree-Fock approksimation

2.4 Den temperaturafhsengige Hartree-Fock
approksimation

Med udgangspunkt i minimumsprincippet ovenfor, der siger at ligevaegtstilstanden i
det grandkanoniske ensemble minimere den frie energi (2.14), og inspireret af frem-
gangsmaden for den almindelige Hartree-Fock approksimation (se afsnit 2.2), sgges
nu den bedste uafhsengige partikel approksimation til det forestaende problem: N
vekselvirkende fermioner med Hamiltonoperatoren (2.2) i ligevaegt ved en temperatur
T, hvor det kemiske potential y veelges saledes middelantallet af partikler er V. Dette
er den temperaturafheengige Hartree-Fock approksimation [2,4].

Fremgangsméaden er da som fglger: Forst diskuteres strukturen af taethedsoperator-
ansatzen givet at den skal beskrive uafhaengige partikler, dernsest udregnes og min-
imeres det opnaede udtryk for den frie energi udregnet med teethedsoperatoransatzen
med hensyn til sandsynlighedsfordelingen og de indgéaende bglgefunktioner. Dette led-
er til de temperaturatheengige Hartree-Fock ligninger.

2.4.1 Teethedsoperatorens struktur for uafhsengige fermioner

Lad {|¢y)}, veere en fuldstendig basis af normerede enkelt-partikeltilstande. For
uafhaengige partikler — som i ikke-vekselvirkende — vil en N-partikel energiegentilstand
veere en Slaterdeterminanttilstand dannet som en antisymmetriseret produkttilstand
bestaende af udvalgte N enkelt-partikelbglgefunktioner. En sddan Slaterdeterminant
kan skrives pa formen

Hna}) =A H |¢,)  hvor Zna =N (2.18)
n:;éO “
hvor A er antisymmetriseringsoperatoren, og {n,} er en liste af antallet af partikler
i enkelt-partikeltilstanden |¢, ). For fermioner far denne en binser karakter, idet n, =
0,1 er de eneste mulige veerdier jvf. Paulis udelukkelsesprincip [7,10].

Hvis sandsynligheden for at have en fermionen i den v’te tilstand bensevnes p,,
sa kan sandsynligheden for at have n, = 0,1 partikler i den v’te tilstand skrives som

p(ny) = pyny + (1 = py)(1 —ny), (2.19)

idet p(1) = p, og p(0) =1 — p, som gnsket.
Da partiklerne er uathaengige, er sandsynligheden for at have en Slaterdeterminant
[{n«}) blot produktet af sandsynlighederne (2.19) over de mulige tilstande

v

Teethedsoperatoren for et system af uathesengige fermioner tager da formen

prie = > [[Ton + (1= p)(1 = 1)) {na}) ({ne}] (2:21)
{na} v



2.4. Den temperaturafthengige Hartree-Fock approksimation

hvor > {na} her lzeses som summen over alle fglger n1,n9o,... med n, = 0 eller 1, altsa
summen over alle mulige Slaterdeterminanter. Teethedsoperatoren (2.21) repraesenter-
er en restriktion af systemets mulige tilstande til at veere HFS-tilstande [4].

2.4.2 Minimering af det grandkanoniske potential

I forste omgang udregnes den grandkanoniske frie energi for det statistiske ensemble
af HFS-tilstande repraesenteret af teethedsoperatore pa formen (2.21), givet Hamilton-
operatoren H af formen (2.2) ved (2.13). Altsa foretages udregningen

Gl{pu, ou}) = D purs((H)urs — #Nurs) + 5 prrs In purs, (2.22)
|HFS)

her er pprs sandsynligheden for HFS-tilstanden |HF'S), (H)yps er forventningsveer-
dien af energien for den pageeldende HFS-tilstand og Nppg er antallet af partikler
beskrevet af HFS-tilstanden.

I afsnit 2.4.1 blev en HFS-tilstand karakteriseret ved {n,} altsa antallet af par-
tikler i enkelt-partikeltilstandene. Denne notation giver en naturlig made at fore-
tage summen over alle mulige Slaterdeterminanter med vilkarligt antal partikler,
der skal blot summeres over alle fglger {n,}, med n, = 0,1. Symbolsk betyder
dette: > igpy ~ D o(nay ~ Z}“:O Z%LFO e Z}M:O -++. Som eksempel pa denne udreg-
ningsmade bestemmes det gennemsnitlige antal partikler der indgar i udtrykket for
den frie energi (2.22).

Givet en Slaterdeterminant |[{n,}) er antallet af partikler ), n, og sandsynlighe-
den for tilstanden er givet ved formlen (2.20). Middelveerdien regnes da

= > T+ =p)(1 =) > n,
w

{na} ¥

= Z Z nMH PNy + 1 _pu)(l - ny))

K {”a} v

1
= Z Z nu(Pur + (1= pu) (1 = ny))

M nyu=0
X Z H (punu + (1 _pu)(l - nzz)) .
{na}7énu vENR

Den sidste faktor er imidlertid ganske simpel idet sum og produkt ombyttes [10, s.
266-267] og man opnar det indlysende resultat at

1
H Z Py + (1 =p,)(1 —n,)) =1 (2.23)

v#pu ny,=0

Fglgeligt er

(N) = Z Z nu(Puny + (1 —pu) (1 —ny)) pr (2.24)



2.4. Den temperaturafthengige Hartree-Fock approksimation

De resterende led i (2.22) bestemmes efter samme fremgangsmade. Middelvaerdien
af energien, der indgar i G, udregnes ved

H)rur = ) p({na}) {na}|Hl{na}) (2.25)
{na}

Hertil er det ngdvendigt at have et generelt udtryk for ({nq}/H[{n.}), hvilket
umiddelbart er let at indse udfra udregningerne for en Slaterdeterminant (se bilag
A). Hvis den a’te tilstand er besat er n, = 1 i modsat fald er n, = 0, sa der kan
summeres over alle enkelt-partikeltilstande blot der ganges med n,. Pa den made
sikres det at kun de besatte tilstande bidrager. Dermed generalisere (2.5) til

(nad Hl{na) = 3 mhy + 5 mum (Do — Xu). (2.26)

Hvormed den termiske forventningsveerdi af energien er

(H)Thr = Z H (pana + (1 —px)(1 —ny)) Znyh + = Znynu v | (2.27)
{na} A
herer V,, = Dy, — Xy
Denne udregning falder da i to dele, en enkelt-partikel udregning og en udregning
for vekselvirkningsleddet. For enkelt-partikelleddet fas

S nuhy [J(pana + (1= pa) (1 —ny))

v {na} A

- Z Z nyh punl/ (1 *pu 1 *nu Zpu Vs (2.28)

v n,=0

idet ligningen (2.23) er benyttet.

Man fornemmer systematikken; safremt der optreeder n, i udtrykket, hvilket der
skal tages et gennemsnit af, sa ender resultatet med et p,. Dette er ogsa tilfeeldet for
vekselvirkningsleddet, der giver

Z Z nun,u v H p)\n,\ + 1 - p/\ 1 - n)\ ZprH XVM) . (2'29)

Vi {na}

Den samlede termiske forventningsveerdi af Hamiltonoperatoren, altsd gennem-
snits energien givet fordelingen (2.21), fas saledes til

1
Hyrar = Y pohu + 3 > pupu (Do — Xup) - (2.30)
v vy

Det sidste led i det termodynamiske potential (2.22) kraever at entropien S af
fordelingen (2.21) er kendt. For teethedsoperatoren kan entropien udregnes ved von
Neumans formel S[p] = —ktrpln p, imidlertid er det hurtigere (og ultimativt samme

10



2.4. Den temperaturafthengige Hartree-Fock approksimation

udregning) at indseette i Gibbs’ udtryk S(p) = —k " plnp idet sandsynlighederne er
kendte (2.20).

Uanset fremgangsmade er resultatet den velkendte formel for entropien af uathaengige
fermioner [1,4]

S=-k> (pvInp, + (1 —p,)In(1—py,)). (2.31)

Indsaettes de ovenstaende udtryk (2.30), (2.31) og (2.24) i formlen for det grand-
kanoniske potential G' (2.14) fas endeligt udtrykket for (2.22) ved enkelt-partikel
besatningssandsynligheder og baolgefunktioner

Gttt = Yo = 1)+ 5 > P (D — Xy)
v pv

+87> (pInp, + (1= py) In(1—py)). (2.32)

Dette udtryk skal da minimeres mht. valget ¢,’erne samt p, under ortonor-
malitetsbetingelsen (¢,|¢,) = d,,. For at minimere med en betingelse benyttes La-
grangemultiplatorteknikken sdledes bglgefunktionerne ¢, kan varieres uafhaengigt.
Som naevnt i afsnit 2.2 kan Lagrangemultiplikatorleddet vaelges pa formen >, A\, (¢, |dy),
saledes betragtes funktionalet

GH{pus p] =D Avldvldn). (2.33)

De ligninger som giver minimum af dette funktional bliver de temperaturafhsengige
Hartree-Fock ligninger.
Ved variation med hensyn til p, fas

OF - Pv
= h+Yp D,,—Xl,—pH—ﬁlln( ) 2.34

Saettes dette lig nul, for at finde minimum, opnas ligningen

o <1 fpr) - _B(hV + %:pﬂ(DﬁW - qu)) = —B(ev — p), (2.35)

hvor e, = h, + 3 L PV er indfgrt. Dermed bliver

1

s e

(2.36)

Ligningen (2.36) udtrykker at enkelt-partikel tilstandene befolkes med en Fermi-
Dirac fordeling i henhold til ¢, altsa enkelt-partikel energien af den v’te tilstand.
Dette er pa den ene side et overraskende resultat, idet der sgges udtryk for en vek-
selvirkende gas, mens Fermi-Dirac fordelingen er besaettelsesgraden for energiniveauer
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2.4. Den temperaturafthengige Hartree-Fock approksimation

af en ideel Fermigas [10]. At Fermi-Dirac fordelingen dukker op her er dog ingen over-
raskelse, thi der sgges netop den bedste uafhengige partikel model, der approksimere
en vekselvirkende Fermigas.

Den funktional afledede med hensyn til ¢} af (2.33) er

%(G[{pm dul] ZAa<¢y|¢y>) =
Zpa5¢*+ Zpapﬂ (55535 5;;‘?) Z 5¢*<¢a|¢a> (2.37)

hvor ¢} = 0¢}(r) — for aestetikkens skyld.
Den funktionalafledede af forventningsveerdien af enkelt-partikel Hamiltonopera-
toren h i tilstanden ¢, med hensyn til ¢}, udregnes:

%_ 0 3r/ * (p! 7 r r 3. Qﬁ*(l‘/)A r r
S = s [ A R0 = [ 6w

_ / Pt 5031 — D)) b (') = h(E)ba(r)50n- (2.38)

Dermed haves ogsa den funktionalafledede af Lagrangemultiplikatorleddet, der er spe-
cialtilfeeldet, hvor h = 1.
For den direkte- og exchangeenergi, givet ved (2.6) hhv. (2.7), fas at®

Zpapﬁ 5¢* = 2p, Zpa/d3r, V ¢a( /)¢a(r,)¢u(r)v (2'39)
S raps gt =200 S [ @V )0a ). (A0)
af

En ngdvendig betingelse for at funktionalet er minimum, er at den funktional-
afledede (2.37) er nul. Dette leder til at

Ph()6,(F) + P VDI)G(0) — b [ & V() () = Mg () =0, (2:41)

hvor udtrykkene (2.38), (2.39) og (2.40) er indsat. Her er det temperaturafhaengige
direkte- og exchangevekselvirkningspotential indfgrt ved

=S [ VE =i, w)P = [ v -, (2.42)
= SV =)o) = Ve =l (2.43)

hvor et-partikel teethedsmatricen er givet ved

) = pudy(r)du(r') (2.44)
I

5Udledningen af disse udtryk er gengivet i bilag B
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2.5. Centralfeltsapproksimationen og radiel THF

Her er kun betragtet den fgrste variation af det grandkanoniske potential mht.
enkelt-partikeltilstande og den termiske fordeling derpa, hvormed lgsningerne til (2.41)
per dette argument kun er sikret at give et ekstremum. For argumentets skyld er
det essentielt at have et minimum. Hvorvidt en lgsning er et lokalt minimum kan
undersgges fra fortegnet af den anden afledede. Her antages blot at en sadan udregning

vil vise, at det faktisk er et minimumS.

2.4.3 De temperaturafhaengige Hartree-Fock ligninger

For at det grandkanoniske potential for et ensemble af Slaterdeterminanter antager
minimum, er det ngdvendigt at enkelt-partikeltilstandene ¢, opfylder (2.41), der kan
omskrives til integro-differentialligningssystemet (2.45) idet der divideres igennem
med p, og indses at ;—Z er enkelt-partikel energierne ¢,,.

Dermed haves de temperaturafhengige Hartree-Fock ligninger [2—4]

s0u(1) = h(X)0, (1) + Vo), (x) = [ dr'Vx(e o), (245)
y IvE (2.36) og

hvor enkelt-partikeltilstande befolkes i henhold til p, = W

det kemiske potential p er bestemt af betingelsen N = >~ p,, jvf (2.24). Det direkte-
og exchangevekselvirkningspotentiale er givet ved hhv. (2.42) og (2.43).

2.5 Centralfeltsapproksimationen og radiel THF

Med centralfeltsapproksimationen antages det, at den gennemsnitlige vekselvirkning
mellem partikler giver anledning til et effektivt sfeerisk symmetrisk potential [9].

For systemer med rotationssymmetri kan energiegentilstandene vaelges som egen-
tilstande for impulsmomentoperatorene L? og L. [7], [8], hvorved de tager formen

Unl(r)

¢u(r) =

Vi (€2). (2.46)

Her betegner (r, Q) de sfeeriske koordinater for positionen r, og Y;,,(£2) er de sfeeriske

harmoniske funktioner. Den radielle del af bglgefunktionen w,,(r) opfylder en Schrodinger-

lignende ligning

2mr?

R g [RU+)
2m dr?

+ V(T)] unl(r) = Eunl(r>7 (247)

kaldet radialligningen, der opnas ved separationen i radial- og vinkeldel af den tids-
uafhaengige Schrodingerligning [7]. Bemeerk at rotationssymmetri betyder at energis-
pektret er udartet idet tilstandene med samme magnetiske kvantetal m har samme
energi, altsa at E,j, = E,.

SHvis der virkeligt gnskes den bedst mulige approksimation burde det ogs& veere en bekymring
hvorvidt dette minimum er globalt. Igen ikke noget vi ligger sgvnlgse over.
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2.5. Centralfeltsapproksimationen og radiel THF

For centralfeltsproblemer hvor V(r) er mindre singuleer i origo end 72, mé de
radielle bglgefunktioner som lgsninger til differentialligningen (2.47) opfylde greense-
betingelserne

Uy (1) ~ 50, for r — 0, og

Uni(r) — 0, for r — oo, (2.48)

hvor sidste betingelse er specifik for bundne tilstande [8, s. 208-209], [9, s. 104-105].

Den yderligere medtagelse af centralfeltsapproksimationen betyder, at de temper-
aturatheengige Hartree-Fock ligninger kan omskrives til radialligninger for u(r)-delen
af enkelt-partikel bglgefunktionerne (2.46). Denne kombination kaldes den radielle,
temperaturafhaengige Hartree-Fock approksimation (RTHF).

2.5.1 De radielle THF ligninger

De temperaturatheengige Hartree-Fock ligninger (2.45) omskrives under antagelse af
centralfeltsapproksimationen ved at indseette formen pa beglgefunktionerne (2.46) og
virke derpa med r [ dQY}} (€).

I udtrykket (2.45) er h(r) en enkelt partikel Hamilton indeholdende den kinetiske
energi samt et eksternt potential, der antages sfeerisk symmetrisk. Fglgeligt fas samme
resultat som for radialligningen,

o2 R+ 1)

h(r)¢,(r) = “omdr? + o + Vext (1) WYzm(Q), (2.49)

hvor centrifugalleddet fis ved vinkeldelen af V? virkende pa Yj,,. Ortonormaliteten
af de sfeeriske harmoniske funktioner betyder at integralet blot giver 1, faktoren r gar
ud med den modsvarende faktor under wu.

Den direkte- (2.42) og exchangevekselvirkningen (2.43) fra THF ligningerne (2.45)
er begge udtrykt ved 1-partikelteethedsmatricen p(r, r’) fra (2.44). Med bglgefunktionerne
pa formen (2.46) kan 1-partikelteethedsmatricen omskrives

an “’” ZYlm )Y ()

= 1 2 > (204 Dppyugy () (') Pi(cos 9) (2.50)
nl

4rrr

hvor P, er det [’te ordens Legendre polynomium, grundet additionsformlen for sfaerisk
harmoniske funktioner [9, (A4.23)], og ¥ er vinklen mellem vektorerne r og r’.
1-partikelteetheden er da givet ved diagonalelementerne af (2.50)

1
p(r) = yo— Z(2l + 1)pn1]unl(r)]2,
nl
der séledes ses at veere sfeerisk symmetrisk.
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2.5. Centralfeltsapproksimationen og radiel THF

Sandsynlighedsfordelingen for at finde en partikel i en afstand r fra origo kan
udtrykkes ved den taethedsmatricen, der saledes er givet 4mr?p. Den radielle fordel-
ingsfunktion er saledes

D(r) = 47TT2p(T) = Z(Ql + 1)pnl|unl(7")\2. (2.51)

nl

Omskrivning af Hartree-Fock potentialet

Det temperaturathengige Hartree-Fock potential bestar af det lokale, direkte vek-
selvirkning Vp(r) (2.42) og den ikke-lokale exchange vekselvirkning Vx (r,r’) (2.43).
Uden yderligere antagelser omskrives den direkte vekselvirkning

VD(r):/dr’dQ’ V() /22 2A -+ 1)pualuna (') 2

= /dr’D ( /dQ’ r—r > (2.52)

Potentialet antages pa formen V(r —r’) = V(|r — r’|) og afheenger saledes kun
af r, ' samt vinklen mellem vektorene ¥ igennem cos®), dermed har det en ekspan-
sion pa Legendrepolynomier, der igen udtrykkes ved en sum af produkter af sfeerisk
harmoniske funktioner. Fglgeligt kan potentialet udtrykkes ved rackken

47
V(lr—1'|) = ZRk(r, ") Py (cos ) = Z
B "o 2k +1

Ri(r, 7)) Yig(Q) Y5, (), (2.53)

hvor koefficienterne er givet ved Ry(r,r') = 2k+1 [d(cos®?) V(|r — 1'|) Pi(cos ).
Integralet i udtryk (2.52) kan da udtrykkes ved disse koefficienter, og det direkte
vekselvirkningspotential bliver dermed

Rk(r ') .
/ i’ D) 3~ Vi ()Y @)
Y @A+ 1 py,\/dr Ro(r, )|t ()2, (2.54)

vA

Folgeligt er Vp sfeerisk symmetrisk og leddet til den radielle ligning findes da umid-
delbart ved at virke derpa med r [ dQY}’ og fa

r [ a0 Y @ Vo) i) i (2) = Vi) (). (2.55)

I udtrykket for exchange vekselvirkningen (2.43) indseettes udtrykket (2.50) for
p(r,r’) samt ekspantionen (2.53) for to-partikel vekselvirkningen V(|r — r’|) derpa
tager exchange vekselvirkningen (2.43) formen

V(r,r)= 3 4”p”AR’f((2TkT+)1§?£ )u”A(T)Yk*q(Q’)Y;u(Q’)qu(Q)YM(Q), (2.56)

kqup
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2.5. Centralfeltsapproksimationen og radiel THF

og det ikke-lokale vekselvirkningsled er da givet ved at integrere Vx(r,r’) fra (2.56)
med bglgefunktionen ¢, (r') udtrykt ved radial- og vinkeldel. Exchangeleddet fra
(2.45) udtrykkes da ved”

Uy
2]{3 + 1]71/)\/(17“ ’LLV)\ Rkuan/dQ/ lem <T‘quY)\‘u> . (257)

Dette reduceres yderligere idet integralet af tre sfeerisk harmoniske funktioner
kan udtrykkes ved Clebsh-Gordan koefficienter [9, (A4.40)], der efter anvendelse af
symmetriegenskaber af Clebsh-Gordan koefficienter giver

1
A+ 1)(2k + 1)\ 2
Qv 'Y) _(( ) . 2.

Desuden kan produktet af to sfeerisk harmoniske funktioner udtrykkes som en linear-
kombination af sfeerisk harmoniske funktioner [9, (A4.39)], hvormed

k+X L 1

(2A+1)(2k + 1)\ 2

VicVau= Y. >, ( o 2L(+ 0 )> (AKOO|LOY(Mkpg| LM)Y1r  (2.59)
L=|k—\ M=—L

Indseettes (2.58) og (2.59) i (2.64), og betragtes udelukkende de sfeeriske harmoniske

funktioner i dette udtryk, kan det omskrives under anvendelse af ortonormalitetsre-
lationerne for Clebsh-Gordan koefficienter [9, (A4.32)] til

(20 +1)(2k + 1) ()\ k l>2ylm. (2.60)

47 0 0 0

Hvor Clebsh-Gordan koefficienten er omskrevet til et Wigner-3j symbol [8].
Sammenfattes ovenstaende ved at indssette (2.60) i udtrykket (2.64), bliver det
endelige udtryk for exchangeleddet

Ym
: Z (2A+1) puww\z (0 0 0) /dr upy Ryt (2.61)

Bemzeerk at dette er eksplicit sfeerisk symmetrisk. Virkes pa (2.61) med r [ dQY* fas
det gnskede led til den radielle ligning.

De radielle THF ligninger

Samlet set giver ovenstdende overvejelser de radielle temperaturatheengige Hartree-
Fock ligninger
2 0% RA(41)

Eniln (1) = Tom a2 + o + Vext (1) 4+ Ve (r) | wni (1), (2.62)

"Bemeaerk at eksplicit koordinatafhsengighed er undertrykt for overskuelighedens skyld.
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2.5. Centralfeltsapproksimationen og radiel THF

hvor den radielle Hartree-Fock potentialfunktion Vryr(r) = Vp(r) — Vx(r) bestar af
det lokale direkte potential Vp(r) og den ikke lokale exchange vekselvirkning Vi (r),
der virker pa en radialbglgefunktion w,; ved

Vo (r)un(r) = (Z(Q)\ + 1)pua /dr' Ry(r, r’)|uy,\(r')]2> Unpy (1) (2.63)

VA

og

Vx (r)un(r) = Z(2A+ 1) py,\z < > /dr Wi (r) R (v, 7" ) gy (r ) uya (1)

VA
(2.64)
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3 Den THF approksimation med
harmonisk vekselvirkning

De temperaturathengige Hartree-Fock ligninger er generelt sveere at lgse, dette skyldes
at den effektive Hamilton atheenger af lgsningerne. Man ledes da til at sgge selvkonsis-
tente lgsninger ved at geette pa approksimative bglgefunktioner, indssette disse i den
effektive Hamilton, lgse ligningerne og benytte disse lgsninger som nye geet, hvorved
processen startes forfra indtil lgsningen er selvkonsistent.

I det 21. a&rhundrede er dette faktisk en multig metode givet en moderne comput-
er, hvilket udnyttes i naeste afsnit. Imidlertid kan man veere sa heldig at gaette en
selvkonsistent lgsning i forste hug.

Dette er gjort for en harmonisk 2-partikel vekselvirkning under antagelse af at
exchange vekselvirkningen kan negliceres. Argumenterne for og konsekvenserne af
disse udregninger forefindes i indevaerende afsnit.

3.1 Den isotrope Harmoniske oscillator i 3 dimensioner

Fgrst opsummeres nogle resultater om den harmoniske oscillator i 3 dimensioner.
Man kan forsta vigtigheden af den harmoniske oscillator ved at betragte Taylor-
raekken for den potentielle energi om et stabilt ligeveegtspunkt [7, s. 41]:

V(r) = V(7o) + V' (ro)(r — r0) + 5V" (ro)(r = 10)* + O, (3.1)

Det konstante led er ikke dynamisk interessant og kan omdefineres vaek. I et stabilt
ligeveegtspunkt er V”(r) > 0, hvormed potentialet til en forste approksimation er en
parabel

V(r) = %er (3.2)

Den harmoniske approksimation bestar i at benytte dette som potential. Imidlertid
omskrives fjederkonstanten k = mw?, hvor w er 27 gange frekvensen af oscillationen.
Det kvantemekaniske problem af en partikel fanget i et sfeerisk symmetrisk — altsa
isotropt — harmonisk oscillator potential er, at bestemme spektret af en Hamiltonop-
erator pa formen
h2

1
H = %VQ + imerQ. (3.3)
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3.1. Den isotrope Harmoniske oscillator i 3 dimensioner

Egenveerdiproblemet omformes til den radielle Schrodingerligning (2.47), der med

potentialet (3.2) bliver
B2 d* RA(I+1) 1

_%W T 2(77’Lr2 ) + imWQTZ unl(r) = Enlunl(r)- (34)

Ved at skallere til naturlige enheder for den harmoniske oscillator p = /7, hvor

v="og A= % gores ligningen enhedslgs. Og ved at tage den asymptotiske opfgrsel

af lgsningerne ud u(p) = p'tle=P*/2f(r) samt skifte variabel til 2 = p? kan (3.4)

omformes til den generaliserede Laguerre ligning!, hvis lgsninger er de generaliserede

1
Laguerre polynomier L?Q (). Radialbglgefunktionerne kan da endeligt skrives

3
272 p!

+1 —l'yr2 H‘% 2
———r'TeT 2" L re), 3.5
NCFTEEY n 2 (y77) (3.5)

unl(r> =

hvor normeringsfaktoren er valgt siledes at [ dru? = 1.
De tilhgrende egenenergier er

3
B, = (2n I 2) i, (3.6)
hvor [ er kvantetallet hgrende til det samlede impulsmoment af tilstanden og n er det
radielle kvantetal, der giver antallet af skeeringspunkter med r-aksen.

3.1.1 (r?) fra virialssetningen

For egentilstande af den isotrope harmoniske oscillator (3.3), kan forventningsvaerdien
af kvadratet pa den radielle afstand r regnes fra energien af tilstanden ved at anvende
virialseetningen.

Virialseetningen [9, formel (3.88) s. 167]

2T = (r-VV), (3.7)

er sammenhangen mellem forventningsvaerdierne af henholdsvis den kinetiske energi
2

T = £- og den potentielle energi V' for energiegentilstande v, af en tiduafhesengig

Hamiltonoperator H =T + V med egenenergier F,,.

For den isotrope harmoniske oscillator betyder dette, at
1
(T) = 5(rd:V(r)) = (V(r)), (3.8)

for egentilstande 1y, (r).
Foglgeligt kan beggeforventningsveerdier udregnes fra den samlede energi,

Bt = (Wt Hlthnim) = (T) + V), s& (T)=(V) = =~ (3.9)

!Udregningerne er gengivet i bilag C
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3.2. En harmonisk vekselvirkende Fermigas i THF approksimationen

Den potentielle energi er givet ved V(r) = %moﬂr?, séledes haves en formel for

middel af kvadratet pa afstanden til minimum af potentialet:
3\ h
() pim = <2n + 14+ 2> — (3.10)

mw

3.1.2 Naturlige enheder for den harmoniske osciallator

Som det allerede er vist i forrige afsnit bliver Schrédingerligningen for den harmoniske
oscillator (3.3) enhedslgs safremt leengder og energier udtrykkes ved

[ h
lgo =1/ —, FEwpo=hw (3.11)
mw

De naturlige enheder for den harmoniske oscillator er saledes enheder hvori disse
stgrrelser begge er lig 1.

3.2 En harmonisk vekselvirkende Fermigas i THF
approksimationen

Betragt en gas bestaende af gennemsnitligt NV spinlgse fermioner i det grandkanoniske
ensemble ved temperaturen T', der indbyrdes vekselvirker harmonisk, det vil sige en
to-partikel vekselvirkning pa formen

1
V(r—1]) = imoﬂ(r —r')?, (3.12)
fanget i et ydre harmonisk oscillator potential Vey(r) = %mngtrQ. Givet et antal
partikler NV, og ses der bort fra termiske effekter, vil systemets dynamik vaere styret
af Hamiltonoperatoren jvf. (2.2)

N 2
HY =3 [ By ;mngtrg] + %z %mwz(ri E) (3.13)
i=1 i#j

Imidlertid er det termiske problem bestemt ved teethedsoperatoren (2.17), der afhaenger
af den grandkanoniske Hamiltonoperator.

Den temperaturafheengige Hartree-Fock approksimation til dette problem bestar i
at lgse de temperaturatheengige Hartree-Fock ligninger (2.45), der for systemet under
betragtning bliver

2
00u(1) = |~V o gmar®| o) + gme? [ (e~ xPole)6 r)
- émwQ / B (r — )2t 1) (), (3.14)

hvor p(r’,r) =3, pudi(r')é,(r) er et-partikel teethedmatricen og p, = m

er Fermifaktorene, der sammen med det kemiske potential o opfylder N = 5", p,.
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3.2. En harmonisk vekselvirkende Fermigas i THF approksimationen

Dette integro-differentialligningssystem inkl. ligningen til bestemmelsen af det
kemiske potential p er stadig umedggrlig men en numerisk iterativ lgsningsmetode
er mulig?.

En selvkonsistent lgsning kan dog findes analytisk, safremt der ses bort fra ex-
changeleddet?. Uden exchangeleddet bestar ligning (3.14) udelukkende af den direkte
vekselvirkning, der af udtrykket (2.42) kan fortolkes som vekselvirkningen med feltet
fra en fordeling givet ved p(r). Den direkte vekselvirkning kan imidlertid omskrives

1

Vb(r) = imcﬂ / B3’ (12 + 1" = 2r - ) p(r')

= %maﬂ <r2/d3r’p(r’) + /d3r’ 2 p(r’) — mw?r - /d3r’ r’p(r’)), (3.15)

hvor integralerne kan bestemmes enkeltvist. Det fgrste integral er gennemsnitsantallet
af partikler IV, idet enkelt-partikel bglgefunktionerne er normeret. Det andet led er
den termiske forventningsveerdi af kvadratet pa middelafstanden til centrum, bemaerk
at dette ikke afheenger af r, givet ved

) =3 p, / &Pt 2|6, (r')]. (3.16)
n

Integralet i det sidste led er den termiske forventningsveerdi af afstanden til centrum.

Enkelt-partikeltaethedsmatricen afhaenger af lgsningerne, men hvis ¢, ’erne er fra
et sfeerisk symmetrisk system, ma forventningsveerdien af afstanden fra centrum veere
0 og det tredje led forsvinde fra udtrykket (3.15). Idet det andet led ikke afhaenger
af r bliver det direkte vekselvirkningspotential blot et isotropt harmonisk oscillator
potential forskubbet med et konstant bidrag, specielt bliver det sfaerisk symmetrisk.

Altsa lad os geette pa et saet af sfeerisk symmetriske bglgefunktioner i safald bliver
THF ligningerne uden exchange

h 1 1 1
ey, (r) = [—QmVQ + imngtrQ + imN(,uQr2 + imw2<r2> ou(r), (3.17)

k(T)

der umiddelbart omskrives til

20— KD 6,l0) = [ 9 + gl + NP 0. @19

Ligning (3.18) har formen af Schrodingerligningen for en isotrop harmonisk oscil-
lator med en effektiv vinkelfrekvens

W' = VWext + Nw?, (3.19)

2En sadan er beskrevet i afsnit 4

3Hvorvidt antagelse om exchange vekselvirkningens neglicible effekt er rimelig er pa nuvzerende
stadie uklart men diskuteres i afsnit 5. Dette har selvfglgelig konsekvenser for anvendeligheden af
dette afsnits resultater.
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3.2. En harmonisk vekselvirkende Fermigas i THF approksimationen

hvis lgsninger netop er de sfeerisk symmetrisk harmonisk oscillator bglgefunktioner,
hvoraf den radielle del er givet ved (3.5). Valget af bglgefunktioner er saledes selvkon-
sistent, men der er desuden spektret og det kemiske potential at bestemme.

Fra ligning (3.18) ses at ¢, — k(7T') antager veerdierne (3.6), hvormed ¢, kan karak-
teriseres ved kvantetallene (n,l,m) med 2[ + 1 udartning i m

3

I fgrste omgang omskrives k(T'), idet forventningsveerdien af 72 for harmonisk oscil-
lator lgsninger er kendt jvf. (3.10). Dermed fas at

1
k‘(T) = §mw2 Zpu)\u/dsr T,2|d)1/)\u(r/)|
|2
_ he? A+ 1) (20 + A+ ) o
2 w* 1+ 66((2y+)\+%)hw*+k(T)—u) y .

hvor det kemiske potential skal opfylde

N=> pou=>, @A+1) : (3.22)

vl 51 4 P (@At D +k(T)—p)

Ligningssystemet (3.21) og (3.22) kan lgses ved at substituerer v = k(T) — p og
bestemme v saledes (3.22) er opfyldt. k(7" er kun udtryk ved u og er saledes umid-
delbart bestemt mens p = k(T') — u. Dette er gjort numerisk for N = 120 partikler
med forskellige temperaturer og 2-partikel oscillator frekvenser w. Resultaterne af
disse udregninger er gengivet i figur 1.

Af figuren fremgar at det kemiske potential falder med temperaturen. Dette kan
forstas idet Fermi-Dirac fordelingen ved lav temperatur er en step-funktion, nar tem-
peraturen stiger vil partikler med energier teet ved Ferminiveauet Ep = 1(0) eksiteres
til energiniveauerne just over. Saledes bliver der plads for nye partiker i energitilstande
under Ferminiveauet og derved falder det kemiske potential.

Det temperaturathsengige bidrag til enkelt-partikel energierne k(7T'), er plottet
som funktion af temperaturen i figur 1. Dette vokser for stigende temperatur, hvad
der var forventet idet k(7)) = $mw?(r?), og nir temperaturen stiger befolkes hgjere
n, [-tilstande, hvis RMS radius er stgrre jvf. ligning (3.16) sa den termiske forvent-
ningsvaerdi ligeledes bliver stgrre.

Som et umiddelbart resultat kan ensemble RMS radius af gassen regnes ved

TRMS = (/ d3r r2p(r)>§ _ ) 2R) (3.23)

mw?

Denne er plottet i figur 2, som funktion af 2-partikel oscillatorens styrke w samt
temperaturen 7. Det fremgar at er gassen holdt teettere sammen for stgrre w, men at
hgjere temperaturer modvirker denne effekt siledes at gassen udvider sig.
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3.2. En harmonisk vekselvirkende Fermigas i THF approksimationen
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Figur 1: Graferne viser temperaturatheengigheden af hhv. det kemiske potential x(T") og den
temperaturaftheengige forskubning af energierne k(7) fundet ved at lgse ligningsystemet (3.21)
og (3.22) for N = 120 partikler med en 2-partikel vekselvirkningsstyrke pd w =1,2,3,4,5,6 i
enheder af den eksterne harmoniske oscillator.
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Figur 2: RMS radius af gassen, fundet fra k(T") ved (3.23). For stigende temperatur vokser
gassen, mens den holdes teettere sammen for stigende 2-partikel vekselvirkningsstyrke.
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4 En numerisk iterativ lgsning af de
termiske Hartree-Fock ligninger

I dette afsnit beskrives den iterative numeriske metode, der benyttes til selvkonsistent
at lgse de radielle temperaturatheengige Hartree-Fock (RTHF) ligninger. Ligeledes
beskrives implementeringen af denne metode, en OCTAVE-kode, hvoraf de essentielle
dele er gengivet i bilag D. I dette afsnit benyttes de naturlige enheder for den eksterne
harmoniske oscillator, hvormed energier males i Awext og laengder i . Desuden er

Boltzmanns kontant valgt til kg = 1, hvormed 8 = T~! og males i 1nvers energi.

4.1 THF pa et radielt grid

RTHEF ligningessystemet (2.62) er et integro-differentialligningssystem i én variabel 7.
Dette approksimeres numerisk ved dens diskretiserede udgave.

Bolgefunktionerne — 0 for r — oo jvf. (2.48), sé den radielle akse kan diskretiseres
ved at veelge et maxR sa stort at f(maxR) ~ 0 for de relevante funktioner. Intervallet
[0,maxR] inddeles i Np + 1 sekvidistante punkter r; = {AR for i = 0,..., Ng, hvor
AR = 2R Alle funktioner af den radielle koordinat f(r) repreesenteres ved deres
veerdier pa de valgte radielle gitterpunkter f(r) ~ f; = f(r;) [12].

Integraler af radielle funktion, der indeholder bglgefunktionerne u(r), approksimeres
ved trapezreglen [12]

00 AR Nr— Nr
/0 dr f(r) = 5 Z (fis1 + fi) :ARZfi, (4.1)
i=0 i=1

idet der benyttes at ug = un, = 0 og at f ~ u? for de udtryk der optreeder i RTHF
ligningerne (2.62).

Den anden ordens afledede fra den kinetiske energi regnes med en 5-punkts cen-
treret differenskoefficient for naesten alle punkter

d? 5 1 1 4 5 4 1

a0~ @1 = g (~qpfuat g = it = 3fia). (42)
Dette gar naturligvis ikke for de forste eller sidste to punkter. For det andet og
naestsidste punkt gaes der pa kompromis med praecisionen, der her regnes kun med
3-punkts praecision

(d7f)i= firn =2fi + fi-1) - (4.3)

AR? (
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4.2. Tterativ algoritme til lgsning af THF ligningerne

For det sidste punkt er approksimationen ikke vigtig, da bglgefunktionerne er sma [12]
og forste punkt udelades fra ligningen, men graensebetingelsen implementeres ved at
indsaette ug = 0 i ovenstaende.

Dermed approksimeres RTHF ligningen med en Np x Npg matrixligning:

Flu;] = efui], (4.4)

hvor F virkende pa vektoren u; giver den diskretiserede ligning i hvert af gitterpunk-
terne

2m

F U; | = —ﬁ(d%u)l + [LZ(Z—H) L + Vext(ri) + VD(ri)}ui — AR Zj Vx(Ti,Tj)uj y

(4.5)

her er Vp(r;) og Vx(r;, ;) de diskretiserede versioner af hhv. (2.63) og (2.64) jvf. (4.1).

4.2 Iterativ algoritme til lgsning af THF ligningerne

Matricen F afhaenger bade af belgefunktionerne {u;}, samt enkelt-partikel energierne
e, igennem Vp og Vx, hvorfor problemet ikke er sa simpelt som (4.4) kunne antyde.
Man kan iterativt finde en selvkonsistent lgsning, ved at geette pa belgefunktioner,
der approksimerer lgsningen {ul(-o)}l, og e,(,o). Herfra kan en forste approksimation F(©)
af F udregnes. Tilnaermelsen af ligningen (4.4) bliver da virkelig en egenveerdiligning,
FO[u;] = efug, (4.6)

hvis lgsninger benegevnes {ul(-l)},,, eM.

Fra disse approksimative lgsninger dannes sa& F(), hvis spektrum bestemmes,
lgsningerne bruges i det naeste skridt osv... Denne proces fortsattes i habet om
at den konvergerer mod en selvkonsistent lgsning. En skitse af iterations algoritmes
opbygning er vist i figur 3. Hvorvidt processen er konvergeret, det sakaldte konver-
genskriterium, er et valg. I dette projekt afggres konvergens ved, om det udregnede
kemiske potential ikke har sndret sig vaesentligt fra iteration til iteration.

4.2.1 Om pakningen af tilstande

Som resultat af den endeligt dimensionelle matrixligning kan der kun udregnes et
begreenset antal af egentilstande. Det er imidlertid ikke alle der er relevante, idet
meget hgje energier ifht. temperaturen ikke befolkes. Bemaerk at hvorledes F virker
pa en bglgefunktion afhaenger af dens [-kvantetal. Der vaelges derfor et maxl samt et
maxn s stort, at resultaterne ikke sendres vaesentligt ved at sendre pa disse parametre.
Af lgsninger for [ = 0,...,max1, gemmes de maxn + 1 laveste energiegenvaerdier med
tilhgrende egenvektorer.
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4.3. Kvalitet af den numeriske lgsning

Input: T, N, w

}

Kontruktion af Fock
matricen fra {@°, £°}

}

Diagonaliseringen af
Fock matricen,
giver {o;, &}

l Seet {9, °}={0;, &}

A

Udregn p;0g W,

saN =73 p

Konvergeret?
(eller kert for laenge?)

Nej

Udregn p og print
Ja {9, &, pi} samt

Figur 3: Skitse af algoritme til iterativ numerisk lgsning af RTHF ligningerne.

Energierne gemmes i en vektor, hvormed tilstandene indekseres efter deres position
s i vektoren. Relationen mellem dette kvantetal og (n,[) kvantetallene er givet ved

, n=(s—1)mod(maxn + 1). (4.7)

- s—1
| maxn +1
4.3 Kvalitet af den numeriske lgsning

Ved omszetningen til et numerisk problem introduceres nogle cut-offs, dels med hensyn
til antallet af medtagne tilstande og dels med hensyn til diskretiseringen af den radielle
akse. Givet en temperatur 7', skal maxl og maxn vaelges sé stor, at alle energitilstande
for hvilke Fermifaktoren er vaesentligt forskellig fra nul medtages, dette afhsenger af
B(E — u) og dermed antallet af partikler. I udregningerne til denne rapport er der
medtaget tilstande til S(E — p) ~ 10, hvorved fermifaktoren m er ~ 1075,

Bemark at n-kvantetallet giver antallet af skaeringspunkter med r-aksen, sa an-
tallet af gitterpunkter Np skal veelges sa stort at maxn-bglgefunktionernes oscillation
er gengivet med tilstraekkeligt preecision.
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4.3. Kvalitet af den numeriske lgsning

For at undersgge kvaliteten af den numeriske lgsning, er det fordelagtigt at sam-
menligne lgsningerne med kendte resultater. THF ligningerne er analytisk lgsbare
safremt exchange-leddet udelades, se afsnit 3.2, altsd ma den numeriske lgsning re-
producere disse tal. I fgrste omgang slukkes dog for to-partikel vekselvirkningen.

En oplagt test af koden er hvorvidt den reproducerer den harmonisk oscillators
lgsninger, nar der slukkes for to-partikel vekselvirkningen ved at veelge w = 0. Dette
viser sig at vaere tilfeeldet.

4.3.1 Sammenligning med den analytiske lgsning

I afsnit 3.2 er det vist at lgsningen safremt exchange vekselvirkningen negliceres, blot
er den isotrope harmoniske oscillator med modificeret vinkelfrekvens w* = v/1 + Nw?
samt et temperaturatheengigt konstant bidrag k(T") (3.21) til energierne.

(n,)=(0,0) ——
(n,)=(1,0) ——
(n,H=(0,1) ——

numerisk analytisk
(n’ l) Enl Enl

0,0 225,87 225,89
0,1 271,90 271,91
1,0 317,89 317,93
0,2 317,92 317,93
0,3 363,94 363,94
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1,1 363,94 363,94

Radial afstand, r, [(h/Mwexe) /2] 2,0 409,85 409,96

Amplitude

Figur 4 & Tabel 1: De numeriske data er opnaet for N = 120 ved T" = 15 og en to-
partikelvekselvirkning med w = 4,2 . Der er medtaget tilstande max1l = 40, maxn = 40 og aksen
er beskrevet ved N = 600 punkter op til maxR = 10. De analytiske udtryk for bglgefunktioner
og energierne er kendt jvf. afsnit 3.2.

P4 figur 4 ses de analytiske udtryk (3.5) med w* optegnet sammen med punkterne
fra den numeriske lgsning, for (n,l) = (0,0), (1,0) samt (0,1). Af grafen fremstar en
tydelig overensstemmelse mellem de numerisk fundne bglgefunktioner og de analytiske
udtryk derfor. De analytiske energier er givet ved (3.20) og kan saledes udregnes. For
N = 120 partikler med w = 4,2 og en temperatur pa 7' = 15 findes k(7") = 156,86 og
w(T) = 568,79 til sammenligning findes en finymerisk(1') = 568,77. Afvigelsen mellem
de opnaede numeriske og analytiske energier skyldes oplgsningen af den radielle akse,
thi seettes antallet af gitterpunkter op til Np = 1000 og 'uendelig’ ned til maxR = 8
passer bade det kemiske potential og disse energier til anden decimal. Imidlertid tager
sa preaecise udregninger alt for lang tid, specielt nar exchange medtages og er derfor
ikke udfgrt. Mere praecise tal indenfor overskuelig tid vil kraeve at funktionen helt
eller delvist omskrives til kompileret kode.
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5 Numeriske resultater

I indevaerende afsnit praesenteres samt diskuteres de numeriske resultater, der er
fundet ved den numeriske iterations algoritme beskrevet i afsnit 4. I forste omgang
diskuteres skaleffekter, hvorfra de magiske tal for den harmoniske oscillator observeres,
hvilket har betydning for valget af antal partikler i de efterfolgende udregninger. I hele
afsnit 5 er N = 120 partikler, panger i afsnit 5.1, og to-partikel oscillatorens vinkel-
frevens er valgt til w = 4,2 i enheder af den ydre harmoniske oscillatorfrekvens.

5.1 Middel antallet af partikler og det kemiske potential

Som det fremgar af figur 5 gges det kemiske potential u med antallet af partikler. Nar
temperaturen er meget lav stiger 1 bradt for bestemte antal partikler, for derefter at
foretage en kontinuert stigning indtil naeste antal partikler for hvilket dette indtraeffer.
Fra grafen t.h. i figur 5 ses, at den numerisk udregnede kurve uden exchange fglges
med kurven udregnet fra det analytiske udtryk (3.22).

650 170

600 160

g 0 % 150
3 3
£ 500 g
.y 5 140
® 450 ]
é 400 g
120
% 350 &
QE) g 110 T=1,001, m. exch. ©
¥ 300 T=9.001, m. exch. ° 4 T=1,001, analytisk
T=1,001, m. exch. . 00 T=5.001, m. exch. o
250 T=9,001, analytisk - ! T=5,001, analytisk -----
T=1, 001 analytlsk —ee T=1,001, u. exch .
200 | | 1 1 1 | 90 | | 1 1 1 |
40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 16 18 20 22 24 26
Antal partikler N Antal partikler N

Figur 5: Det kemiske potential x(N) som funktion af antallet af partikler NV er plottet for
to lave temperature 7' = 1,001, 5,001 og 9,001, her udregnet ved den numeriske metode
med exchange vekselvirkning og fra de analytiske udtryk, nar der ses bort fra exchange.
Yderligere viser grafen til hgjre det kemiske potential for T' = 1,001 udregnet numerisk men
uden exchange.

Diskontinuiteterne i pu(N) forstdes som skaleffekter, thi for den isotrope har-
moniske oscillator i 3 dimensioner, er energiniveauernes udartning d(n) = %(n +
1)(n + 2), hvor n = 2n, + . De magiske tal for denne skalstruktur fis da ved at

fylde energiniveauerne op til og med den N’te skal: My = SN | fn+1)(n+2) =
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5.2. Det kemiske potentials temperaturafheengighed

1,4,10,20, 35,56,84,120,.... Safremt man har fyldt til og med den N’te skal, ma
den neeste partikel placeres i den (N + 1)’te skal, hvormed det kemiske potential gges
vaesentligt henover magiske tal. Ydermere passer M med diskontinuitetspunkterne
for graferne i figur 5. At det kemiske potential p desuden stiger imellem magiske tal,
og ikke bare er flad, skyldes at partiklernes indbyrdes vekselvirkning er medtaget i
middel jvf. THF approksimationen. Negliceres exchangevekselvirkningen er skallerne
blot givet ved (3.20), hvorved afstanden mellem skallerne er v/1+ Nw? og folgeligt
vokser med N.

At medtage exchange vekselvirkning synes ikke at sendre pa ovenstaende observa-
tioner i nogen vaesentlig grad og nar det kommer til skalstrukturen spiller exchange
saledes ingen vaesentlig rolle. Derimod er temperaturen essentiel, idet selv en relativt
lille temperatur T ~ 9 ifht. /1 + 120 - 4,22 ~ 46 udjeevner skaleffekterne for alle
punkter under betragtning.

5.2 Det kemiske potentials temperaturafthaengighed

I figur 6 er det kemiske potential plottet for forskellige temperaturer. Det kemiske
potential gar stejlt nedad men over et kort interval fra meget lave temperature og
til omkring ~ 5, svarende til der hvor skaleffekter er udjsevnet, og det stabiliseres en
smule. Herfra falder p efter en parabel-lignende form. At det kemiske potential falder
med temperatur er forventeligt, idet hgjere temperatur betyder at der bliver plads for
nye partikler i lavere energitilstande, dette ses pa figur 7.
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3 3 567 -
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K] B 565 -
=} =}
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3 8 564
g g
o o 563
o i)
[ E 562 -
< 500 N
panalytisk 61 1 Hanalytisk
Mnum, U. exch. ° 560 - Hnum, U. exch. °
Mnum, M. exch. . Hnum, M. exch. . D
480 L{ 1 1 1 1 1 1 | 559 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ]
0 20 40 60 80 100 120 140 160 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65
Temperatur T [Awext] Temperatur T [Awext]

Figur 6: Det kemiske potential ;+ som funktion af temperatur, bestemt pa tre mader. ftanalytisk
er udregnet ved lgsning af ligningerne (3.22) og (3.21). ptnum er beregnet med den numerisk
iterative lgsning fra afsnit 4 bade med og uden exchange vekselvirkning.

Den numeriske udregnede kurve for det kemiske potential som funktion af temper-
aturen, nar exchange vekselvirkningen negliceres, er i overensstemmelse med kurven
fundet fra den analytiske lgsning. Dette demonstrerer udregningernes ngjagtighed.
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5.3. Systemets stgrrelse som funktion af temperaturen

Idet exchange tages med i beregningerne afviger den numeriske lgsning fra den
analytiske med |u§™ — fanalytisk| ~ 1 ved lave temperature 7' ~ 0 — 20. Forskellen
udggr saledes kun 0,2% og mindskes yderligere ved stigende temperatur. Som det
fremgar af grafen til venstre i figur 6 er exchange vekselvirkningen stort set ubetydelig
for helhedsindtrykket.
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200 1 1 1 1 | | | | | | | |
0 0.2 04 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Beseettelsesgrad p

Figur 7: Den termiske besaetningsgrad p, = p(e,) af enkelt-partikel energitilstande €, fundet
fra den numeriske lgsning.

5.3 Systemets stgrrelse som funktion af temperaturen

Som mal for systemets udstraekning benyttes RMS radius /(r?). Fra den numeriske
lgsning regnes RMS radius ved at integrere den radielle teethed p(r) med r2. Dette
er gjort for temperature T = 1,...,59 med og uden exchange vekselvirkningen —
resultaterne er vist i figur 8. Nar exchange vekselvirkningen medtages bliver rgus
en smule stgrre for lave temperature, men naermer sig resultatet uden exchange for
voksende temperatur.

For bade det kemiske potential (figur 6) og RMS radius (figur 8) observeres det,
at ses der bort fra exchange vekselvirkningen afviger tallene med ~ 0,2%, samt at be-
tydningen af exchange vekselvirkningen mindskes med gget temperatur. At exchange
vekselvirkningen mindskes ved hgjere temperatur kan forstds fra udtrykket (2.64),
der giver exchange vekselvirkningen som en sum af bidrag pa formen

2
Ak
(2)\+1)pl/)\ul/)\z<0 0 0) /dT’U;/)\RkU;LZ. (51)
k

Integralet i (5.1) afhaenger af overlappet mellem tilstandene w,) og u,;. For hgjere
temperatur eksiteres hgjere (v, \)-tilstande, der har et mindre overlap med (n,[) end
tilstande teettere pa (n,l). Foruden er k& = 0,1 for den harmoniske oscillator jvf.
formel (3.15). For k = 1 bliver Wigner-3j symbolet nul panger nar A € {|l—1|,...,[+1}.
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5.3. Systemets stgrrelse som funktion af temperaturen
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Figur 8: RMS radius af gassen for forskellige temperature, er udregnet fra ligning (3.23).
Uden exchange passer de numeriske udregninger med den analytiske kurve og er derfor ikke

gengivet i grafen.
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6 Afslutning

I projektet er der arbejdet med den temperaturatheengige Hartree-Fock approksima-
tion samt anvendelsen af approksimationen pa et simpelt system: En gas af har-
monisk vekselvirkende fermioner i en harmonisk feelde. I det fglgende konkluderes pa
de opnaede resultater og mulige udviddelser diskuteres.

Den temperaturathsengige Hartree-Fock approksimation er motiveret, defineret i
det grandkanoniske ensemble og THEF ligningerne er udledt. I modsaetning til littera-
turen [1-3,5] er THF ligningerne (2.45) her udledt i koordinatrumsrepraesentationen
og formen af det statistiske kvantemekaniske ensemble givet ved taethedsoperatoren
(2.12), er motiveret pa baggrund af Hartree-Fock approksimationen som den bedste
uafhaengige partikel model. Ved yderligere at antage centralfeltsapproksimationen er
den radielle temperaturaftheengige Hartree-Fock approksimation opnaet (2.62).

For en harmonisk vekselvirkende Fermi gas i en harmonisk faelde er THF ligningerne
lgst analytisk, safremt der ses bort fra exchangeleddet. Lgsningerne bliver harmonisk
oscillator bglgefunktioner for enkelt-partikel tilstandene (3.5) og enkelt-partikel en-
ergierne er givet ved ligning (3.20), altsa harmonisk oscillator energier forskubbet med
et temperaturafheengigt bidrag k(7T'), der er den gennemsnitlige potentielle energi i
2-partikel oscillatoren %mw2<r2>. Fra den analytiske lgsning uden exchange er u(7")
og k(T) (figur 1) samt rgys (figur 2) udregnet.

For at undersgge THF approksimationen for det betragtede system yderligere, og
herunder undersgge gyldigheden af antagelse om exchange vekselvirkningens neglicible
effekt, er der udarbejdet en OCTAVE-funktion der implementerer en numerisk iterativ
lgsningsmetode. I overblik er metoden gengivet i figur 3, der er en simpel udviddelse
af standard metoden til numerisk at lgse Hartree-Fock ligningerne e.g. for kerner [12]
eller atomer [9]. Det er demostreret af koden virker efter hensigten, i hvert fald nar der
ses bort fra exchangeleddet, og dermed vil tid alene veere nok til at producerer mere
preecise tal. At medtage exchange vekselvirkningen er imidlertid ganske tidskreevende,
idet implementeringen af FOR-lgkker i OCTAVE er notorisk langsom. En mere farbar
vej vil veere helt eller delvist at genskrive koden i et kompileret sprog s som C++-.

Der er produceret numeriske resultater for w = 4,2. Numerisk er det kemiske po-
tentials afheengighed af antallet af partikler undersggt for forskellige temperature bade
med og uden exchange vekselvirkning. Skalstrukturen for den harmoniske oscillator
overlever medregningen af exchange vekselvirkningen, i hvert fald op til og med 120.
Temperaturen udvisker imidlertid skaleffekterne ganske hurtigt 7'~ 5 — 10 h%(]—;xt' For
N = 120 partikler er det kemiske potential som funktion af temperaturen udregnet
med/uden exchange (se figur 6) og RMS radius (se figur 8). Exchange vekselvirknin-
gen findes at have en lille betydning (~ 0,2% afvigelse)for smé temperature men
effekter forsvinder for hgjere temperatur. Alt i alt er det fundet at systemet stort set
er analytisk lgsbart, idet exchange vekselvirkningen har forsvindende effekt.
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Det formodes at en Fermi gas med 2-partikel oscillator er et simpelt system, dels
fordi systemet uden exchange er analytisk lgsbart og fordi Legendreekspansionen af
potentialet kun indeholder 2 koefficienter Rj. Dette betyder at temperaturen hurtigt
far flyttet partikler sa langt fra hinanden, at Wigner-3j symbolet effektivt dreeber
exchange vekselvirkningen mellem dem. Af samme grund ville det vaere interessant
at forspge med et andet potential, e.g. gaussisk V(|r — r'|) = Voelr—r'?/a*, Comput-
ertekniske komplikation har betydet, at der ikke veeret tid til sddanne udregninger.
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A Forventningsveerdi af en- og
to-partikels operatorer for en HFS
tilstand

I det fplgende udregnes forventningsveerdien af Hamiltonoperatoren (2.2) i en HFS-

tilstand. Udregningrne deles i to, fgrst udregnes bidraget fra enkelt-partikel opera-

torleddet (3, IA11> og dernzest bidraget fra to-partikel vekselvirkningen (3, ; Vi ;).
HEFS tilstanden er det antisymmetriserede produkt

N
1
\I/Hps(rl,...,I‘N) = —F Z (—1)OH¢]'<I'U(J-)) (Al)
v N' geSN 7j=1
hvor Sy betegner maengden af permutationer af 1,..., N, (=1)? betegner fortegnet,

eller pariteten, af permutationen og ¢ er enkelt-partikel bglgefunktioner.

Forventningsvaerdien af en en-partikel operator

I det fglgende betragter vi en mere general situation end blot den kinetiske energi af
samlingen af IV identiske partikler i en HFS-tilstand.
Betragt forventningsvaerdien af en operator af formen ), h;

(Ups| SN hi| Uaps) /d \I’HFs(rlu ..,TN) (Zgil ili) Uyps(r, ... ,FN))
! N A
ZM/Z(_QUW H(ﬁ;(ra,(j))(Zhl-) ng)] rp()) d*Nr
1 ’ N N N -
:N!/Z,(_ ZU (For(s)) 1_1 Ty d

Da bade o og ¢’ er permutationer af tallene 1,--- , N findes der k og k' siledes at
o(k) = o'(k') =i og vi kan da omskrive forrige udtryk til

1 el .
:ﬁ/Z(—l)HU D D (i) hidn(x1) 67, (X (i) ) Ba (x H ¢;(ry (ro(;)) d*Nr
Y o0 i=1 kK
1
:ﬁ ¢;¢7’(_ U+U Z/d)k/ (r:) z¢k r;)d rz/¢k (k) Yo (r Ty (k') ]gk/ (z)j 'G) (Z)J )d3(N Dy
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Idet produktet under det sidste integraltegn numereres ved indekset for deres
r-argument kan det sidste integral omskrives til et produkt af Kroneckerdeltaer

[ 610000 o) T 5001605 50)

J#k K
—/H¢, 15y (X)) b1y () NV
JF#i

_H/¢,1 (£))60-1(5)(r;) dPr

J?él

1 hvis o =o'

:H(so'/il(j)’o'il ) 0 11

por ellers

Hvor det sidste lighedstegn fglger da produktet er 1 hvis o=1(j) = o~ 1(j) for
alle j # i og 0 ellers, da bglgefunktionerne er ortonormale. Hvis permutationerne’
stemmer overens pa alle panzer et element ma de veere identiske o~! = ¢/~!. Falgelig
er altsd ¢/ = o netop nar produktet er 1

Folgelig kan summerne udregnes og forventningsvaerdien skrives

N
(Unrs| SN hi| Prps) = =N Z )QZI/@(T)?%%(T) d’r

- Z / (1) hic(r) dr (A:2)
=1

Forventningsvaerdien af en to-partikel operator

Betragt forventningsveerdien af en to-partikel operator, i.e. en operator der virker pa
to partiklers tilstand. Ved indsaettelse af udtrykket for en en HFS tilstand (A.1) fas
umiddelbart at

N
(lI/HFS|*ZV ri; |\IJHFS 2N| Z O'+O' /Hd)k T'ol(k) ZV I‘z] H U(k d3N1‘

1;&] i#£]
= o > [ G 00851y )V ()60 (1615 (1) iy
oo’ iF£]

/ H Gr-1 () (Tk) P11y (r1) A

k#i,j

Den inverse af en permutation er en permutation.
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Den sidste faktor kan skrives som et produkt af overlap mellem bglgefunktionerne
¢O-/71(k) og ¢071(k) ved

1 hviso'(k) =0o(k) for k€ {1,...,N}\{4,5}

0 ellers

N
H /gbz,,l(k)(r)qﬁg_l(k)(r) d’r = {
ki, j

idet bglgefunktionerne ¢ antages ortonormale.

I summen over permutationer ¢’ er der sdledes kun to muligheder for et ikke
trivielt bidrag. Givet en permutation o € Sy, findes der netop to permutationer der
opfylder at o'(k) = o(k) for k € {1,...,N}\{i,j}, nemlig at ¢/ = o eller at deres
veerdier pa i og j er ombyttede: o’(i) = o(j) og o’'(j) = o (7).

Udtrykket for forventningsvaerdien reducerer da til

1 * / * /
IN1 Z / ; (ﬁbgfl(i) (r )d)gfl(j)(r)qba_l(i) (r )¢a—1(j) (r)
o i#j

_(ﬁ:*l(j)(r/)¢;*1(i)(r)¢a*1(i) (1'/)%*1(]')(1')) V(r—r)d’r'd’r.

Der benyttes notationen: -, ; ~ >N Z;-V:L#i. Minus-tegnet mellem de to
bidrag betyder, at vi blot kan lade begge summer lgbe over alle mulige¢,5 =1,--- , N,
derved bliver permutationerne overflgdige idet leddene blot kan omarrangeres til

N
Y [ V=) (616165006005 (1) - 65006 (1) ()05 (0)) .

o ij=1
1 al / EYaApE: / ® I\ 1k / 3./ 13
=22, [V =) (61665 @)n(x)65 (1) - 65067 (0)i(x")6 ) ) dr'r.

Altsa bliver forventningsveerdien af to-partikel vekselvirkningsoperatoren

| N
(Unrs|s Yz V(rij) [ Whrs) = 3 > (D — Xij) (A.3)
=1

hvor D, givet ved ligning (A.4), kaldes den direkte vekselvirkning

Dy = [6i6") ([ Ve = los @) dr ) i) (A4

og giver et bidrag til den samlede energien af formen; forventningsveaerdien i en tilstand
¢; af en gennemsnitsvekselvirkning med en fordeling, der er givet ved sandsynlighed-
steetheden for en partikel i tilstanden ¢;.

Og X;j, givet ved ligning (A.5), kaldes udvekslingsvekselvirkningen

Xy = [[ 61V @~ )65 ()6 (0)ntr') dra’y (A5)

Denne udvekslingseffekt tillader ikke nogen umiddelbar fortolkning af samme karak-
ter som den direkte vekselvirkning og oprinder fra det faktum at HFS tilstanden
(A.1), som en fysisk mulig tilstand for identiske fermioner, er antisymmetrisk under
ombytning af partikler.
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B Udregning af variationen af D3 og
Xa[g mbht. qby

Udtrykke for den direkte D,3 og exchange X3 vekselvirkningsenergi er jvf. bilag A
givet ved

Dag = [ drd' V(= )65 (0)65 ()0 (1)),
KXo = [ d'rd®s’ V(x =), (1)65()60 () 5(r).

Hvorved den funktional afledede med hensyn til bglgefunktionerne er

6Dog 0
5oy O,

Produktet af bglgefunktioner giver da

S / dPr1dry V(r1 — 12) 6% (11) 85 (r2) $a (1) s (r2)

e ()3 = i)

5¢E(I‘2) 5¢Z(I‘1) *
Sonm) o) P

= ¢Z(I‘1)55V§(I’2 - I‘) + (bZ(I‘Q)(Sa,/(s(Ij — I')

Séledes bliver den funktionalafledede af D,g mht ¢;:

0Dap _
gy (r)
+ / Pryd®rs V(r) — 1) 0% (02)0000(r1 — 1)ba(r1)d5(r2)

= 05,¢5(r) /d3r1V(r1 — )¢5 (r1)da(r1)
+babalr) [ AoV — r2)5(r2)da(r2)

/d3r1d3r2 V(ry —12)¢,(r1)dp,0(ra — r)oa(r)ds(ra)

For exchangeleddet X,z fés

Sere) = ey J RV 0 - GO e onle)os(e

= /d3r1d3r2 V(I‘l — 1‘2)(¢z(1‘1)5ﬁy5(r2 - I') + (Z%(I'Q)(Saué(rl - r))¢a(r2)¢5(r1)

= ¢a(r)55u/d3flv(rl —1)dg(r1)¢s(ri) + ¢ﬁ(f)5au/d3r2V(1” —12)¢5(r2)da(r2)
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Summeres ovensaende udtryk for X, og D,g med p,pg over «, 3 fas

0g

> papp
aB

> papp
aB

5D
0Py,

0Xap

00y

= 3 papstsuoa(e) [ deV (e~ 1)¢5(r1)da(r)
af

+ Zpapﬁéow(boa(r) /d3r2V(r - r2)¢2 (I’2)¢5(I‘2)
ap

= pou(®) Y pa / ey V (r1 — 1) (r1)ba(r1)

+p00u(e) Yops [ d'raV (= r)03(r2)05(r2)
B

= 2,0,(1) Y pa [ A1V (r = )00 ()

=2p, oy (I‘) 1% (I‘)

Zpapﬁ¢a(r)5,3y/d3rlv(r1 —1)d,(r1)ps(r1)
af

# 3 paptoein [ Ve = m)di(w)00(
=3 papisalr [ e - 0600, 0)
+ 2 pratalt) [ e - )65 2)0(x2)
=2, 3 pudas) [ v 660,60

= 2PV/d31'/ Vx(r,r")p, (1)
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C Lgsning af den kvantemekaniske
isotrope harmoniske oscillator

Hamiltonoperatoren for den isotrope harmoniske oscillator er givet ved

H- gy Ly (C.1)
=5 5 MW .
Den tidsuathsengige Schrodingerligning, Hy = FEt, er separabel sa energien er
bare summen af tre dekoblede oscillatore E = (N +2) hvor N = > ic{a,y,» Ni- Imidler-
tid gnskes udtrykket i sfeeriske koordinater, hvor bglgefunktionerne er karakteriserede
ved kvantetallene (n,l,m). Vinkeldelen er de sfeerisk harmoniske funktioner, og det
eneste der skal bestemmes er radialdelen.
Radialligningen bliver
R d?2 RAI+1) 1,

2 —
“omaE T T ] {r) = B o

indfgres nu enhedslgse parametre for radialkoordinaten og energien ved

mw E
PR A T (©3)

kan den afledede mht. r omskrives til p ved keedereglen

d dr d h d
22 _ /=22 (C.4)
dp dpdr mw dr
Den anden afledede bliver séledes
d? mw d?
— = ——. C.5
dr? h dp? (C.5)
Folgelig tager radialligningen formen
2 l(l+1)
[_CW + P2 +p” — 2\ u(p) =0. (CG)

2
For at tage den asymptotiske adfeerd ud af ligningen defineres u(p) = pHle 5 f (p),
hvormed haves en ligning for f givet ved
d*f [+1 df
— +2 — 22— (20 +3 =0. C.7
S (o) L@y ©1)

p
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Skiftes endnu engang variabel til z = p? og skrives f(z) = f(y/z) fas differential-
ligningen

x;i‘iJr((H;)Jrl—x)ng;(A—l—i)f_o (C.8)

1
Dette er den generaliserede Laguerre ligning, der har lgsninger L?_Q (x) for k = %()\ —
[ — %), hvor k =0,1,... [13, 22.6.15]. Folgeligt er de mulige energiniveauer

By = <2k n g) i (C.9)

1
Lgsningerne er f(y/z) = L?Q (x), s

_ 279 I+1
wni(p) o< p e 2L () (C.10)
Normeringsfaktoren kan bestemmes idet vi gnsker at [ dr u%l = 1. Her kan ortog-

onalitetsrelationen for de generaliserede Laguerre polynomier udnyttes [13, 22.2.12]
efter et skift af integrationsvariabel = p?, hermed fas at

—1 1
43, 5 r 2y k!
L, 2 = — C.11

Ny = (/ dr (p*) e’
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D Octave funktion til numerisk
lgsning

Dette bilag indeholder OCTAVE koden til min implementering af en iterativ selvkonsis-
tent lgsningsstrategi for RTHF ligningerne. Den interesserede laeser kan finde alt den
benyttede kode pa http://owww.phys.au.dk/~kev/thf eller skrive en forespgrgsel
om udlevering til kev@phys.au.dk.

Kode D.1: octave script.

Author: Kasper E. Vardinghus (kev@phys.au.dk)
Keywords: physics, Hartree—Fock, Quantum Statistical Mechanics
Octave version: 3.6.4

usage: rthf_solve (TEMP, N, COEFR, VEXT, EXCH)

Iteratively solves the temperature—dependent Hartree—Fock equations
in the central field approximation. The statistical ensemble is
defined given the temperature TEMP, and the grand canonical

mean number of particles N. The physical setup is defined by

the 2—body interaction , given by coefficients COEFR

of its expansion as Legendre polynomials

and the external potential in which they move VEXT, It is possible
## to run the calculations w/w.o. exchange interaction by setting EXCH
## which can be with ”"exch” (default) or without ”uexch”

function rthf_solve(Temperature, nParticles, coefR, Vext, exch = 7exch”)

## settings
nGridpoints = 600;

maxRadius = 10;

maxIterations = 150;

err_abs = .001; # convergence critia
err_rel = .001; # |new—old| < abs+rel x|new |
maxl = 40;

maxn = 40;

maxk = 1;

#HH

## convenient definitions
betaTemp = 1/Temperature;
nStates = (maxl+1l)*(maxn+1); # maxn+l states for each 1=0,..,maxl

## construct radial grid
deltaR = maxRadius/nGridpoints;
R = deltaRx(0:1:nGridpoints);

#4+ set second derivative matrix

D2 = zeros (nGridpoints);

## central 5—point precision for almost all points
for i=3:(nGridpoints —2)
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D2(i,i—2)=—1/12; D2(i,i—1)=4/3;
D2(i,i)=—5/2;
D2(i,i+1)=4/3; D2(i,i+2)=-1/12;
endfor
## the first two and last two points are speciel
## central 3—point finite difference
D2(1,1)=—2; D2(1,2)=1;
D2(2,2)=-2; D2(2,1)=1; D2(2,3)=1;
D2 (end—1,end—1)=—2; D2(end—1,end)=1; D2(end—1,end—2)=1;
## backward 4—point finite difference
D2 (end,end)=2; D2(end,end—1)=-5;
D2 (end,end—2)=4; D2(end,end—-3)=—1;
D2/=deltaR " 2;

## calculate external potential matrix
Vext_mtx = diag(Vext(R(2:end)));

R2inv_mtx = diag(l./R(2:end)."2);
L = zeros (1,nStates);
for 1=0:maxl
L((maxn+1)*1+41:(maxn+1)*(14+1)) = (2x1+1)*ones(1,maxn+1);
endfor

## allocate memory for Vdir, wavefcts, energies , etc...

Vdir_mtx = zeros(nGridpoints);
Vexc_mtx = zeros (nGridpoints);
fock_mtx = zeros(nGridpoints);
wavefcts = zeros (nGridpoints+1,nStates);
energies = zeros (1l,nStates);
fermifct = zeros(1,nStates);
new_mu = 0;
#H#
iteration = 0;
do

old_mu = new_mu;

## calculation of the direct interaction matrix

[R1,R2] = meshgrid(R(2:end));

Vdir_mtx = diag(sum((coefR(0,R1,R2)*wavefcts (2:end,:)." 2\
xdeltaR)*diag (L.« fermifct), 2));

## solves the equation for each L upto MAXL and

## saves the MAXN smallest eigenvalues and —vectors

## in packaging scheme:

HH <— 1 =0 —><—1=1—= ...
HH [n=1, n=2, ... m=maxn, n =1, n= 2, ... |
for 1=0:maxl

## calculation of the exchange interaction matrix

Vexc_mtx*=0;

if (strcmp(exch,”exch”)) # if the exchange option is chosen (default)

for s=1:nStates
for k=0:maxk

Ls = 2xfloor ((s—1)/(maxn+1))+1;

Vexc_mtx = Vexc_mtx + Lsxfermifct(s)*wigner3j((Ls—1)/2,k,1)" 2\
xdeltaR*coefR(k,R1,R2).%(wavefcts (2:end,s)*wavefcts(2:end,s)');
endfor

endfor
endif

## formation of the fock matrix
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fock_mtx = —D2/2+1x(1+1)/2%xR2inv_mtx+Vext_mtx+Vdir_mtx—Vexc_mtx;
## sorts the eigenvalues smallest to largest by flipping

[tmp_vect ,tmp_eig| = eig(fock_mtx);

ns = (maxn+1)*1+1:(maxn+1)*(1+1);

[tmp_sorted_eig, id] = sort(diag(tmp_eig));

tmp_vect=tmp_vect (:,id);

energies(ns) = real(tmp_sorted_eig(l:maxn+1));

wavefcts (2:nGridpoints+1,ns) = tmp_vect (:,l:maxn+1);
endfor

## normalisation of wavefcts

wavefcts = wavefctsxdiag(l./sqrt (sum(wavefcts. 2xdeltaR)));
## calculation of chemical potential MU &

## fermi probability factors FERMIFCT

new_mu = fzero(@(x) sum(L.x¥1./(l+exp(betaTemp*(energies—x)))) \
—nParticles,[—1000000000,1000000000]) ;
fermifct = 1./(1+exp(betaTempx(energies—new_mu)));

until ( (++iteration—maxIterations) \
|| (abs(new_mu—old_mu)<(err_absterr_rels*abs(new_mu))) );

if (iteration—maxIterations&&abs(new_mu—o0ld_mu)>=convCrit)
printf(”Warning: Iteration has not converged\n”);
endif

##

#+# rapport the findings in the format used by gnuplot

endfunction
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