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Abstract

In this paper the stochastic variational method (SVM), will be used to
calculate primerely the groundstate energy of small atomes (N < 4), but also
excited states will be investergated. We will look at different
spin-configurations in Helium, and see some of the physical differences
between the two.

In the theory part of the paper, the generalised Ritz teorem, system
coordinates and the SVM itself, will be introduced and discussed.
With a succesfull algorithem for finding the energys, only little work has to
be done, to find the binding length of electrons in the atoms. The paper
contains groundstate energys, binding lengths and drawings of chosen
un-correlated densityfunctions, for the first three atoms in the periodic table.
The code responseble for the calculation, is written in Matlab. The ideas and
technics needed, for making calculations on small atoms with angular
momentum L = 0 using spherical gaussians, is given on the next 28 pages.
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Kapitel 1

Indledning

Den helt centrale rolle Schrodinger-ligningen og dennes lgsninger spiller i ikke-
relativistisk kvantemekanik, samt det faktum at ligningen ikke kan lgses analy-
tisk, for systemer bestaende af mere end to partikler, ggr at numeriske lgsninger
spiller en afggrende rolle i moderne kvantemekanik. Opfindelsen og optimerin-
gen af computeren gennem de sidste 60 ar har muliggjort meget komplekse
udregninger, der kan opna pracision, der i mange tilfaelde er pa hgjde med,
eller endda bedre end moderne eksperimenter.

Der findes mange forskellige mader, hvorpa Schrédinger-ligningen kan lgses
numerisk. De mest succesfulde af disse er Monte-Carlo metoden og Stokastisk
varationsregning (SVM). I denne opgave vil fokus vaere pa SVM. Med denne
metode benyttes variations-regning, hvor en basis af passende testfunktioner
optimeres, for at give den lavest mulige energi, og dermed den energi, der lig-
ger taettest pa den faktiske energi for den "iagttagede"tilstand. Parametrene i
testfunktionerne optimeres ved at udvelge dem tilfaeldigt (inden for et omré-
de, der giver fysisk mening). Der findes adskillige andre algoritmer til at finde
minimums-vaerdien for energien, men falles for disse er faren for at ende i et
lokalt-minimum, en fare Stokastisk variations-regning undgar.

I denne opgave vil vi anvende SVM pa sméa atomer. Hovedfokus vil vaere pa at
finde grundtilstandsenergierne for de forste 4 atomer i det periodiske system.
Nar egenveerdiproblemet er lgst, kan ogsa andre storrelser af fysisk interesse,
som fx bindingsleengde, bestemmes med stor praesision. For Helium vi under-
sgge bade S = 0 og S = 1 tilstandene, samt den anden exciterede tilstand for
S = 0. I denne opgave, vil vi kun beskaftige os med tilstande, hvor baneim-
pulsmomentet, er nul (L=0).

Da opgaven er skrevet under de krav, der stilles til et bachelorprojekt er malet,
at en tredje ars fysik-studerende skal kunne forsta de veesentligste pointer i tek-
sten. Derfor kraeves kun et elementart kendskab til emner som lineaer algebra
og atomfysik. Koden til programmet, der udfgrer de egentlige udregninger, er
skrevet i Matlab. Kendskab til kodning i Matlab er en fordel, men ikke et krav
for at kunne fa fuldt udbytte af projektet.

Opgaven er opdelt i 5 kapitler. Reekkefglgen af disse er valgt saledes at den
grundleeggende teori bag SVM og de systemer, hvorpa modellen anvendes, prae-
senteres fgrst. Herefter vil fokus lige sa stille bevaege sig over mod den praktiske
anvendelse, og sidst i opgaven, vil resultaterne af udregningerne blive praesen-
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teret.

I opgaven beskeftiger vi os med tidsinvariante systemer og Schrédinger-ligningen
reduceres derfor til Hip = E1.

Med mindre andet er anfgrt, vil enhedskonventionen i opgaven vere, at atomare
enheder anvendes. Dog med den undtagelse, at masser er anfgrt i elektronmas-
ser. Dette valg er i overensstemmelse med Suzuki og Vargas bog [1], der har
tjent som en meget vigtig kilde til viden og inspiration.



Kapitel 2

Teor1

I dette afsnit vil vi gennemga teorien, der danner grundlaget for brugen af
SVM. Vi vil bl.a. se pa tidsuathaengig variationsregning, egenvaerdiproblemer,
minimerings teknikker, de systemer vi vil andvende SVM pé og hvordan test-
funktioner vaelges, samt hvorledes de benyttes til at lgse egenvaerdiproblemer.

2.1 Variationsregning

I nedenstaende praesenteres en raekke seetninger, der er af stor vigtighed for
den tidsuafhaengige variationsregning. Dette indebaere bl.a. Ritz teorem, samt
en mere generaliseret udgave af samme, der senere vil vise sig at indeholde
information om eksciterede tilstande i atomet.

Vi ser nu pa det tidsuatheengige egenvaerdiproblem:

H¢n = End)n (2-1)

Hvor H er Hamilton-operatoren for det fysiske system og ¢,, er den n’te egen-
tilstande med egenveerdi F,. Vi vil nu antage at H er kendt, samt at egenveer-
dierne E,, er ordnet saledes at egenvaerdien med det laveste n, har den laveste
veerdi, altsa:

Ey<Ey<E;<.. (2.2)

Vi kender altsa ikke tilstandene ¢1, ¢, ... eller de tilhgrende energier. Den vee-
sentligste opgave i dette projekt er at finde disse veerdier og funktioner.
Ritz teorem

Vi lader nu ¢ veere en vilkarlig, normaliserbar funktion, beskrevet i en vilkarlig
basis. ! Ritz teorem siger da: 2

(| Hp)

Wiy =0 (23
Vi husker, at vi altid kan skifte til basen udspzendt af ¢1, ¢o, ... via linezere transforma-
tioner, da ¢1, ¢2, ..., der er energi-egentilstande, udspaender hele Hilbertrummet

2Tor bevis se [1] s. 22
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Det betyder at vi kan estimere grundtilstandsenergien for et system, ved at
valge en funktion, med en eller flere variable parametre, og minimere den
normerede forventningsvaerdi af H for denne funktion. I denne proces er der
altsa ingen farer for at finde en grundtilstandsenergi, der er lavere end den
faktiske grundtilstandsenergi for systemet. Hvor langt estimatet ligger fra den
eksakte grundtilstandsenergi afhaenger af, hvilken funktion, der vealges som
1. Den eksakte grundtilstandsenergi kan opnas, men kun i det tilfzelde, hvor
V=1 [2].

Vi kan udvide vores sggen efter lgsninger til (2.1), fra kun at kunne estimere
grundtilstanden, til ogsa at kunne finde eksiterede tilstande. Dette kan ggres
med det sakaldte Mini-Max teorem.

Mini-Max teoremet

Vi betragter igen (2.1), med Fy < Fy < E3 < ... Vi lader nu ¢; < e <
... < €} vaere de normerede forventningsveerdier for H, for tilstande beskrevet i
underrummet vg:

<¢m VK|ﬁ|¢nv VK>
<wn7 VK|wn7 VK>
v er et underrum udspaendt af de K linesert uafhaengige funktioner

(o), Y(a), ..., ¥(ak), hvor a;,i = 1,2,...K er st af variable parametre. 3
Det gzelder da, at :

(2.4)

€n =

Ei1<e, Ea<e,..., g <ex (2.5)

Ligesom for grundtilstanden ovenfor, kan vi nu minimere €7, ¢€s, ..., €, ved at
variere parameterene i de K funktioner, der udggr underrummet, og herved
estimere energierne F, Fo, ..., Ek.

Udvider man rummet af testfunktioner fra vk, der er udspandt af K line-
e@rt uathengige funktioner, til vi 1, der er udspaendt af de samme K lineaert
uafhaengige funktioner plus een ekstra, kan estimatet af energierne ikke bli-
ve darligere. De kan derimod godt blive bedre. Det geelder for estimaterne af
energierne E1, Fs, ..., Ex i de to underrum vy og vi 1, at: ®

e<ea<e <. <ex <€ (2.6)

Hvor €7,¢€s,...,ex er de ordnede estimater for energien i rummet v, mens
€},€h, ..., €% er de ordnede estimater for energien i rummet vp ;.

Med andre ord, kan vi altsa forvente os et bedre (eller som et minimum ikke et
darligere) estimat af energierne, hvis vi veelger en stor basis af funktioner. Disse
funktioner vil vi fra nu af omtale som testfunktioner. Valges testfunktionerne
fornuftigt, vil rummet udspaendt af disse ga mod Hilbert-rummet for problemet,
nar flere testfunktioner tilfgjes.

3a; er altsd ikke ngdvendigvis een parameter, men en raekke parametre
4For bevis se [1] s. 25-26
5For bevis se [1] s. 27-28
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2.2 Egenveaerdi-problemet

Vi ser nu pa egenveerdi problemet:

Hq/}n = ann (27)

Hvor ,, er indeholdt i underrummet v, og derfor kan opskrives som en lineaer
kombination af basisvektorene (1), ¥ (), ..., ¥ (ak):

K
= ch7iw(ai) (28)

(2.8) indseettes nu i (2.7) og projekteres ind pa en vilkarlige basistilstand ()
for vk, hvilket leder os til fglgende:

chl ()| H () ch i€n (1 ()Y (as)) (2.9)

Vi definere nu forventningsveerdien af H samt overlappet af de to tilstande

(i) og () som:
Hji = (o) Hlp(ai)) ,  Bja = ((ay)[y(es)) (2.10)
Vi kan nu opskrive (2.7) som det generelle egenvaerdi-problem:
Hc, = e,Bc, (2.11)

Hvor ¢, er en sgjlevektor, der indeholder ¢y, co, ..., cx, mens H og B er matri-
cer med indgange som defineret i (2.10). ¢

Vi har nu den fordel, at vi kan lgse egenveerdi problemet (2.7) direkte med vores
basisfunktioner for vi. Vi husker at disse funktioner netop er de testfunktioner
vi selv har valgt. Kan vi nu beholde den egenskab, men omskrive det generelle
egenveerdiproblem (2.11) til et almindeligt egenveerdiproblem, star vi med et
meget staerkt veerktgj, nar vi skal i gang med de egentlige udregninger.

I denne opgave benytter vi Cholesky decomposition 7 af overlaps-matricen B,
saledes at den kan opskrives som et produkt mellem den nedre trekants matrix
L og dennes transponerede:

B=LL" (2.12)

Dette krzever at B er positiv definit, men da B er en Gram-matrix, 8 er dette
sikret ud fra matricens definition.
(2.11) kan nu omskrives pa fplgende made:

He, =¢,LLYc, <
L 'He, =¢,L"c, &
L'H(L Y LTe, =¢,L ¢, &

A /
H'c, = enc),

2.13
2.14

2.15

)
)
)
2.16)

(
(
(
(

61 det efterfglgende, vil B og H betegne matricer med mindre andet er specificeret.
"Se fx Se fx [12]
8Se fx [10]
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Nu har vi altsa et almindeligt egenvaerdi problem.
En alternativ tilgang til problemet, ville vaere at benytte Gram-Schmidt ortog-
onalisering pa nye testfunktioner ,,, hver gang en sadan tilfgjes [4]:

{¢(a1),¢(2), ..., {(an)} er da indbyrdes ortogonale og udspaender det samme
rum, som de oprindelige funktioner {¢(a1), ¥ (az), ..., Y(an)}-

At {¢(a1), (), ..., {(cvn) } er indbyrdes ortogonale, medferer at (¢(c)|((e;)) =
0;; og dermed at overlapsmarticen B blot bliver identiteten. Vi har derfor et
almindeligt egenvaerdiproblem.

Cn = (2.17)

2.3 Generelt om minimering

Centralt for al variationsregning er at finde de parametre, for en testfunktion,
der giver den lavest mulige energi. Der findes mange forskellige algoritmer til at
finde disse ?, men fzlles for dem er, at de kan ende i et lokalt minimum, hvilket
i vores tilfaelde svarer til en eksciteret tilstand. Grunden til denne farer er, at
de alle benytter en fremgangsmade, hvor man variere parametrene en smule fra
et givent start-punkt. Her tester man om veerdien af stgrrelsen man gnsker at
minimere, er faldet. Er det tilfeeldet, fortsetter man pa samme made, er det
ikke tilfeeldet; stopper man. Det betyder, at mgder man et lokalt minimum, vil
man ende i dette minimum (Safremt omradet med en positiv rummeligt afledt
er tilstrackkeligt stort til at dette rammes). Dette er illustreret for en funktion
af en parameter 1° i Figure 2.1.

Vi)

: '\’K‘\

‘l -
1 X

Figur 2.1: Pa figuren ser vi en veerdi, der afhenger af en variabel parameter,
som funktion af netop denne parameter. Vi ser alt en minimeringsproces fra
venstre side ender i et lokalt minimum, hvilket er markeret med en pil.

Vi kan undga at ende i et lokalt minimum, ved at udvaelge parametre tilfeeldigt
115 stedet for ved en skridt-vis proces. Dette er illustreret pa Figure 2.2.

9Fx ’conjugate gradient’-metoden

Oprincippet er det samme for flere parametre. Her kan man forestille sig en fler-
dimensional flade i stedet.

Hnden for et interval, der er fysisk acceptabelt.



24. SYSTEMETS KOORDINATER 7

Vi) 1

Figur 2.2: Pad figuren ser vi en verdi, der afhenger af en variabel parameter,
som funktion af netop denne parameter. Parameterverdier er valgt tilfeeldigt.
Igen ender vi i et lokalt minimum, hvilket er markeret med en pil.

Der skal ikke meget fantasi til, for at forstille sig, at det globale minimum var
fundet ved denne fremgangsmade, safremt flere parametervaerdier var blevet
anvendt (Se igen Figure 2.2).

Endelig kan man ogsa kombinerer de to tekniker, og bruge skidt-vise processer,
men lade flere af disse starte i forskellige, tilfeeldigt valgte punkter.

Nar man laver minimerings processer som ovenstaende, ma man vaere opmaerk-
som pa, at veerdien man gnsker at minimere, nogle steder variere meget, og
andre steder lidt. Derfor vil det vaere en fordel at kunne gge oplgsningen i om-
rader, hvor der er stor variation. I praksis kan dette ggres ved at udvaelge en
rakke tilfzeldige punkter, og derefter udvealge yderligere en raekke punkter om-
kring de omrader, hvor variationen i veerdien man gnsker at optimere, er stor.
I praksis har dette stgrst interesse i omrader, hvor vaerdien af den parameter
man gnsker at minimere, i forvejen er lille. Fx ville man i Figure 2.2 have valgt
at medtage yderligere punkter omkring punktet umiddelbart til venstre for det
globale minimum. Dette havde formodentlig fort til, at man havde fundet det
rette minimum.

2.4 Systemets koordinater

Vi gnsker i denne opgave at beskrive vores systemer i bade enkeltpartikel-
koordinater r og massemidtpunkts-koordinater x. Massemidtpunkts-koordinater
vil blive anvendt under selve udregningerne, for at forenkle disse. I et system
bestaende af N partikler, hvor massemidtpunktets koordinat beskrives x, vil
{x1,X2,...,xn_1} udggre et szt af uathengige, relative koordinater. [1]

Under symmetri-analyser er det dog en fordel at kunne vende tilbage til enkeltpartikel-

koordinater. '2 Da de to koordinat-baser, udspaender det samme rum, kan vi
skifte mellem dem med fglgende lineare transformationer:

123enere opgives en formel, hvor vi kan ordne symmetrien uden at skifte basis. Det er dog
stadig godt for forstielsen at se pd enkeltpartikel-koordinater ved symmetrianalyse.
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_l)inj (218)

N
X; = E U”I‘j ,
j=1

Et af flere mulige valg for x er Jacobi koordinater, hvor U er defineret pa
folgende made [9]:

I
1
S

1 -1 0o ... 0
my my —1 0
m1+ma m1+ma e
U =
mi ma myN
mi+ma+...+my mi+ma+...+my T o matme+..4+my

Vi gnsker nu at finde et udtryk for den kinetiske energi af systemet, hvor mas-
semidtpunkts bevaegelsen ikke er medregnet. Dette skyldes, at vi gnsker at
beskrive systemets indre struktur, ikke dets overordnede translatoriske bevae-
gelse. Impulsen er, i de to tidligere indfgrte koordinat-saet, givet ved:

p}M _ il (2.19)

0

EP

pEP = —in2-
J 0x;

or;
Hvor EP star for enkeltpartikel-koordinater, og MM star for massemidtpunkts-

koordinater.
Hvilket medfegrer fglgende linezere transformation:

N N
=Y Uppy™ , pMM =Y (UY)pf " (2.20)
Jj=1 j=1

Med dette kan vi nu finde udtrykket for den kinetiske energi af systemet, uden
bidrag fra massemidtpunktets bevasgelse [7]:

al (p°F)? ~ = MM | MM
i=1 =1 j=1
Hvor A;; er givet ved:
al 1
A= UiUir— (,j=1,2,... N -1 2.22
5= 2 Ul (i ) (222)

I forbindelse med udregning af den potentielle energi for systemet, skal vi bruge
den indbyrdes afstand mellem to partikeler. I massemidtpunkts-koordinater er
denne stgrrelse givet ved:

r;—r;=((U Y — (U ")w) xk = (07)x (2.23)
Ligeledes kan den i’te partikels afstand til massemidtpunktet findes som:

N—-1

=3 (U arxp = (w')x (2.24)

k=1
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2.5 Testfunktionerne

Valget af testfunktioner er altafggrende for succesen af SVM. For det fgrste, ma
testfunktionerne udggre et fuldsteendigt seet, siledes at en forggelse i antallet
af basisfunktioner, vil fa estimatet af egenveerdien til at gd mod den eksakte
egenveerdi. '3 Faktisk skal basisfunktionerne ikke bare udggre et komplet sat,
men et over-komplet sat. Dette skyldes at man gnsker, at flere funktioner skal
beskrive det samme omrade i funktionsrummet. Det betyder nemlig at en test-
funktion aldrig bliver uundveerlig i et estimat af energien, men kan udskiftes
af andre. Dette er en ngdvendighed for at man kan veelge parametrene i test-
funktionerne tilfaldigt.

Herudover skal testfunktionen let kunne tilpasses symmetrien af det system der
kigges pa, de skal nemt kunne generaliseres til N-legeme problemer og funk-
tionerne skal veere fleksible nok til at kunne beskrive funktioner der variere
voldsomt.

Til sidst er der nogle praktiske ting man ma kraeve af testfunktionerne, som fx
at matrix-elenterne med testfuktionerne skal kunne udregnes analytisk, samt at
de ma veere sa enkele som muligt, mens den samtidig overholder ovenstaende.
Det viser sig at de bedst egnede funktioner er de korrelerede Gauss-funktioner:

N
1 1
Wiest = €XP —3 Z aij(r; — ;)% | =exp (—2XTAX> (2.25)

j>i=1
Hvor A er en symmetrisk (N — 1) x (N — 1) matrix, givet ved:

N
Aij = Z aij(w?)Tw? (2.26)

j>i=1

Se (2.23) for definition af w*. a;; er de N(N — 1)/2 parametre vi gnsker at
veelge tilfeeldigt. (2.26) sikre at A er positiv definit, hvilket vi senere vil se er
en ngdvendighed.

(2.24) kan benyttes til at beskrive systemer, hvor baneimpulsmomentet L er
nul. En lettere modificering, vil ggre funktionerne i stand til at beskrive sy-
stemmer med L # 0. 4.

2.6 Symmetri

Nar vi ser pa systemer bestaende af fermioner og bosoner, ma vi sikre os, at
vores testfunktioner, og dermed i sidste ende ogsa vores endelige bglgefunktion,
altid er antisymmetrisk ved ombytning af to fermioner, og symmetrisk under
ombytning af to bosoner.

Spergsmélet er nu, hvordan vi kan fa funktionen exp (3x” Ax) til at have den
gnskede symmetri. Til dette udnytter vi en meget nyttig egenskab ved netop
denne type funktioner, '® nemlig at enhver transformation Tx = Tx virker pa

L3Konvergens mod den eksakte vaerdi kan dog vaere meget langsom, hvis ikke parametrene
i testfunktionerne vaelges med omhu.

14ge afsnittet *Konklusion og forbedringer’.

5Husk at en af kravene til en testfunktion, netop var at den nemt skulle kunne tilpasses
symmetrien af problemet.
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testfunktionen pa fglgende made:
F L1 L ror
T exp —5X Ax | = exp —5X T ATx (2.27)

Med andre ord, er virkningen af operatoren T fglgende:

A — TTAT (2.28)

Vi indfgrer nu symmetri operatoren S:

S = \/EEP:QPP (2.29)

Hvor P er en operator, der bytter om pa to eller flere identiske partikler, ap
er 1 for bosoner og (—1)? for fermioner. Her er p pariteten af P, og kan altsa
antage veerdierne 1 eller 0. Summen i (2.29) gar saledes over alle N! mulige
ombytninger.

I enkeltpartikel-koordinater er ombytningsoperatoren P’s effekt pa systemet
szrdeles let at forsta:

r; — Ty, (2.30)
Og en matrix-repraesentation bliver ligeledes meget simpel:
Pr=Pr , Pyj=96j, (2.31)
I massemidtpunktskoordinater, gaelder det at:
Px=Px , P*=UPU’ (2.32)

Fra [1], findes folgende udtryk for matrix-repraesentationen af ombytnings-
operatoren P i relative koordinater:

N
Ph=% Us(U )y (,j=1,2,.,N=1) (2.33)
k=1

bemeerk at massemidtpunktet ikke er med, da dette altid er usendret under P.
16

Nar et matrix-element for en operator udregnes mht. til en tilstand, der har
den rette symmetri Ysymmetrisret = §¢, vil man umiddelbart forvente (N —1)!?
led. Det viser sig dog, at opbygningen af vores testfunktioner som produkter af
Gauss-funktioner (se (2.25)), samt at alle operatorer, der indgar i vores matrix-
elementer, er symmetriske, sikre fglgende egenskab:

(SY'|0l) = (¥'|0|S) (2.34)

Hvilket betyder at:

16Det er klart, at ombytning af identiske partikler, ikke sendre masseforholdene i systemet,
og derfor altsd heller ikke massemidtpunktet.
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1
Vv N!

Overstaende indeholder (N — 1)! led, og altsa ikke (N — 1)!? [6]. Det skal dog
bemeerkes, at da potentiale leddet er opbygget som en sum af to-partikel-bidrag,
og derfor indeholder (N — 1)!- N-(N —1)/2= N!-(N —1)/2 led.

Det méa vare et krav, at den kinetiske energi er uathangig af, om tilstanden er
symmetriseret eller ej. Dette kan bruges som en test af symmetri-operatorer,
der indfgres i programmet.

(SY'|0|Sy) = (¢'|0|S%y) = (¥'|0]Sv) (2.35)

2.7 Matrixelementer beskrevet ved parametre fra
testfunktionerne

Det er i kap. 6 og 7 i [1] diskuteret, hvordan man kan finde matrix-elementerne
(1h(A)O1h(A)), hvor O er en given operator. Her vil jeg ikke ga i detalje med
problemet, men blot opsummere de vigtigste resultater.

Overlappet mellem to funktioner er givet ved:

- , - (27T)N_1 3
B = ) = (7o) (2.36)
Den kinetiske energi, som defineret i (2.21) er givet ved:
o~ (PE)?
T = (A > = —— = Toul(4)) (237)
i=1 ¢
= gTT (A(A+A')'A'N) B (2.38)

Hvor A er defineret i (2.22).
For to-partikel-vekselvirkninger, er potentialet for vekselvirkningen givet ved:

V = AV (e ) (4) (2:39)
= (%Jr) : /V(r) exp <—;Cij7"2) drB (2.40)

Hvor

-1

Cij = ((wij)T(A + A/)_lwij) (2.41)

w" er defineret i (2.23)
Specielt bliver Coulomb potentialet mellem den i’te og den j’te partikel (V(r) =
441y | som er den eneste vekselvirkning, vi her vil beskaftige os med [6]:

Cis
VCoulombﬂj = 2(]in ﬁ (242)

Det totale potentialet er som altid, blot summen af de enkelte bidrag:

VCoulomb,total = Z VCoulomb,ij (243)

j>i=1
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Som det sidste matrix-element, vil vi se pa afstanden fra den i’te partikel til
massemidtpunktet:

2

C;TT

(W(A)|ri —xn[¥(A)) =2 (2.44)

Hvor

¢ = ()T (A+A) )™ (2.45)
w' er defineret i (2.24).

I ovenstaende ser vi netop en af grundende til, at vi ma kraeve A positiv definit.
Fra (2.42) ser vi, at det ma geelde at ¢;; > 0. Nar A er positiv definit er
vT Av > 0, hvor v er en vilkarlig vektor 7. Det geelder at summen af to positivt
definite matricer, giver en positivt definit matrice, samt at en positiv definit
matrices inverse matrix ogsé er positiv definit [11]. Fra (2.41) og (2.42) ser vi nu
at veelges A ikke positivt definit, kan potentialet have en imagineer del, hvilket
mé afskrives som veerende ufysisk. ®

2.8 Grundtilstanden og de eksciterede tilstande

Som tidligere omtalt, vil den laveste egenvaerdi til (2.6)/(2.10) vaere vores esti-
mat af grundtilstanden for systemet. De hgjere vaerdier vil svarer til eksisterede
tilstande i systemmet. I denne opgave vil vores hovedinteresse veere grundtil-
standen, men i seerlige tilfaelde, vil vi ogsa kigge kort pa de forste eksciterede
tilstande.

Det bedste estimat for grundtilstanden, findes altsad ved at minimere den la-
veste egenenergi €;. P4 samme made, gelder det, at det bedste estimat for
den i’te eksciterede tilstand, findes ved at minimere €;11. Det viser sig, at de
bedste resultater for den i’te eksciterede tilstand opnés, nar €1, e, ...¢; allerede
er minimeret, for €; 1 minimeres [1].

2.9 Spinfunktioner og deres indvirken pa symmetrien af
systemmet

Vi ser i denne opgave coulomb-vekselvirkningen som den eneste vekselvirkning
mellem partiklerne. Da der ikke er nogle led i vores Hamilton-operator, der
kobler den rumlige del og spin delen, kan den totale tilstand opskrives som et
produkt:

/(/) = wrumwspin (246)

Dette havde ikke veeret tilfzeldet, hvis vi fx gnskede at medtage spin-orbit-
koblingen (Uspin—orpit x 1-s), da denne netop kobler spin og rum del.
Umiddelbart er der ingen sammenhaeng mellem veerdierne af matrix-elementerne

"Dog ikke nul-vektoren.

18Et potential, der har en imaginzer del, kan benyttes til at fjerne eller tilfgje partikler fra
systemet. I den sammenhaeng, vil det ikke veere ufysisk, men i tilfeeldet med et tidsuathaengigt
atomart system, er det ufysisk.



2.9. SPINFUNKTIONER OG DERES INDVIRKEN PA SYMMETRIEN AF
SYSTEMMET 13

beskrevet i afsnit (2.7) og spinfunktionen, men da vi ma kraeve at den tota-
le tilstand for elektronerne ' er antisymmetrisk under ombytning, bliver den
rumlige symmetri 2° pavirket af spinfunktionens symmetri.

Det betyder at betragter vi operatoren P;;_,xi, der bytter om pa den i’'te og
den h’te partikel samt den j'te og den k’te, og vi finder at en spintilstand er
egentilstand for Pj;_,;, med egenveerdien —1, sa ma rumdelen veere egentil-
stand med egenveerdi +1 og visa verse.

Vi vil i denne opgave konstruere spinfunktionerne frem for at lade dem veaere
endnu en parameter vi kunne optimere i vores program. Dette giver os mulig-
heden for at ’tvinge’ programmet til at regne pa en bestemt spin-konfiguration,
men kraever at vi kender spinfunktionen for tilstanden vi gnsker at undersgge.
For mere komplekse systemer, er spintilstandene ikke ngdvendigvis egentilstan-
de for ombytningsoperatoren 2. Det betyder at spintilstanden zendres, og en

sendret spintilstand vil pavirke matrixelementerne diskuteret i afsnit (2.7), da:
22

W01Y) = (Yrum|OWrum ) (Vspin|Yspin) (2.47)
Da:

<w5pin|w5pin> = <5ms|5mls> = 5m5,m; (248)

9elektronen er en fermion

20Der er vigtig for matrix-elementernes veerdier

21Faktisk kommer vi allerede til at se dette for Litium-atomets grundtilstand
220peratorerne der benyttes i denne opgave er uafhangige af spinfunktionerne.






Kapitel 3

Om programmet

Dette kapitel indeholder generelle kommentarer og baerende ideer bag program-
met, der udfgrer SVM beregningerne.

3.1 Valg af parametre

Vi gnsker at vaelge parametrene til vores testfunktioner tilfaeldigt, men samti-
digt inden for et omrade, der giver fysisk mening. Dette skyldes at kun disse
funktioner, vil udspaende et stgrre omrade af lgsningsrummet, og dermed gi-
ver et vaesentligt bidrag til et bedre estimat for energien. For at vurdere i
hvilket omrade vi skal veaelge vores a’er, ser vi pa den ukorrelerede funktion
Yo = exp(—3ar?). Forventningsvaerdien (1q|r|tq) er [1]:

(alriba) = 1/ — (3.1)

yes

3500 T T T T T T T T T 1400

3000 - 1200

2500 b 1000 -

2000 - 800 |

Antal
Antal

1500 B 600

1000 A 400 1

500 g 200

a
0 01 nz 03 0.4 0.5 08 07 08 09 1 DEI 0.1 02 03 0.4 0s 0B 0.7 o8 o8 1
Vaardi Vaardi

Figur 3.1: Pd figuren ser vi to eksponential fordelinger. plottene indeholder
17000 verdier valgt med henholdsvis exprnd(0.1) (til venstre) og exprnd(0.25)
(til hgjre). z-aksen er opdelt i intervaller af 0.02

Antager vi fx at bindingslaengden i helium er cirka den samme som i hydrogen
(altsd rge ~ 1), far vi ved at indsaette i (3.1), at « skal vaere i et omrade
omkring %. Vi vil i denne opgave benytte eksponential-fordelingen til at vaelge
vore parametre. Matlab har en indbygget funktion ved navn exprnd(x), der

15
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laver en eksponential-fordeling omkring punktet x. I Figure 3.1 ses to eksempler
pa sadanne fordelinger.

3.2 Energi minimering

I forrige afsnit fremgar det, hvorledes parametrene i de enkelte testfunktioner
vaelges. Hver gang der tilfgjes en testfunktion, vaelger fordelingen beskrevet
ovenfor, en stor samling af parameter-saet. Nu lgses egenvaerdiproblemet, og de
parametre der giver den laveste energi vaelges. Nu veelges et nyt set parametre
til samme testfunktion, men denne gang vaelges de ud fra lgsningen af det forste
gennemlgb '. Igen veelges de parametre, der giver den mindste veerdi.

Nar ovenstaende er gennemlgbet et passende antal gange, veelges det bedste
parametersat til den videre beregning, og endnu en testfunktion tilfgjes. Det
hele gentages.

Det kraever mange testfunktioner at fa et godt estimat for energien, men hvor
mange der kreaeves, afhaenger af systemmets kompleksitet. Pa trods af, at vi
her beskaftiger os med relativt simple systemmer, valger vi at benytte K=200
testfunktioner samt 3 gange 100 parameter-sat. Pa Figure 3.2 ses hvorledes
estimatet af grundtilstands-energien for parahelium konvergere mod den ek-
sakte egenenergi, som en funktion af antallet af testfunktioner.

S22 T T T T T T T T T

-23 A

25 .

-2BF b

281 B

Estirnat for grundtilstandsenergi

291

_3 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 20 40 60 50 100 120 140 160 180 200

Antal testfunktioner

Figur 3.2: FEstimat for grundtilstandsenergien for parahelium, som en funktion
af dimensionen af rummet udspendt of testfunktionerne.

L Altsa laves en eksponential-fordeling omkring resultatet fra det forste gennemlgb.
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3.3 Udregning af matrix-elementer og lgsning af
egenvardiproblemet

Lgsningen af egenvaerdiproblemet sker ved at benytte den i Matlab indbyggede
funktion [X,Y] = eig(Z), der giver egenvaerdier af N x N matricen Z, samt
en matrice indholdende egenvektorerne hgrende til egenveerdierne. Vi gnsker
at anvende denne kommando pa H' = L='H(L™')” 2, hvor L er Cholesky
decompositionen af overlapsmatricen B og H =T + V er hamilton-operatoren
for problemet.

Vi ved fra teoriafsnittet, hvordan man finder de enkelte elementer i B,V og T
L kan opnas ved at anvende Matlab kommandoen chol(B,’ lower’).

Nar en ny testfunktion (N-+1) tilfgjes, er det kun ngdvendigt at udregne de
matrix-elementer, hvor denne funktion indgar. Nar denne testfunktion tilfgjes,
har vi fglgende situration:

<¢test71|olwtest7l> DR <wtest,1|OA|’L/)test,N>
—_—
: : N1

<wtest,1 |OA|1/)test,N> e <¢test,N|OA‘¢test,N>

<¢test,1|é|wtest,1> e <¢test,l|o‘wtest,1\7> <¢test,1|é|wtest,N+l>

<wtest,N|OA‘A7/]test,l> e <wtest,N|OA|wtest,N> <1/}test,N|OA‘Aq/}test,N+1>
<¢test,N+1|O‘¢test,1> e e <wtest,N+1|O‘¢test,N+1>

Det betyder at nar den (N + 1)’te testfunktion tilfgjes, vil N? matrixelementer
veere uzendrede, mens der vil vaere 2(N + 1) — 1 nye. Det betyder at man
kan mindske udregningstiden betragteligt ved ikke at udregne alle matrix-
elementerne hver gang, men gemme resultaterne fra de forgaende gennemlgh.

Vores estimat for et systems tilstand er:

K
IZ) = Z Cksyq/}test,k’ (32)
k=1

Hvor summen lgber over alle testfunktioner. Vi kan finde koefficienterne c),
3 for grundtilstanden som indgangene i egenvektoren hgrende til den laveste
egenvaerdi. P4 samme made kan man selvfglgelig gore med exciterede tilstande
med den pagaldende egenvektor. Vi kommer fra ¢}, til ¢ pé folgende made:

e = (L7 1)T % ¢, (3.3)

3.4 Udregning af bindingslaengder

Efter at have fundet et godt estimat for grundtilstandsenergien og dermed
have lgst egenveerdiproblemet, har vi et godt estimat for den totale tilstand

2Jeevnfor (2.15) og (2.16)
3Se (2.16)
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P = Zszl ckS'wtest. Dette ggr os i stand til at udregne forventningsveerdien af
afstanden fra en partikel til massemidtpunktet.
Fra (2.38) kan vi nu finde afstanden til massemidtpunktet ved fglgende dob-

beltsum:
K [2
= 2 i — 3.4
' %J: e G (3.4)

Hvor ¢; er defineret i (2.45), og ¢ og c; er koefficienter som dem i (3.2)

Det skal i forbindelse med udregningen af bindingslaengder bemzerkes, at vari-
ansen for denne stgrrelse er stor. Derfor skal der anvendes mange testfunktioner
for at opna tilfredsstillende ngjagtighed [6].

3.5 Grafisk fremstilling af teethedsfunktioner

Den totale tilstand for et system er, som vi har set, givet ved en sum over alle
testfunktioner, og da disse athaenger af 3N variable  ®, kommer den totale
tilstand ogsa til at afhaenge af 3N variable.

Det vil i flere situationer veere laererigt, at betragte trathedsfunktionen v
1, men da tilstanden afhaenger af 3N variable, er det ikke muligt at lave en
fuldsteendig grafisk fremstilling. Det er derimod muligt, at holde alle undtagen
en (eller to) variable konstante, og lave en graf (kontur-plot), der fremstiller
teethedsfunktionen som en funktion af denne (disse) variabel (variable). Det
udregnede estimat for et systems tilstand, har formen:

K N
N 1
Y(ry,ra,...) = E cpS exp —5 E ij(r; —rj)? (3.5)
k=1 j>i=1

Holder vi alle andre variable end fx. |r; — ra| = Ry fast, far vi:

K
N 1
¥(R12) = chS exp <_2a12R%2 + K) (3.6)
k=1

Hvor K er en konstant. Denne konstant, vil vi i vores udregninger satte til
nul, da effekten af variationen af den ene tilbageveerende parameter, da vil
fremsta tydeligst. Eksempler pa plottede teethedsfunktioner, kan ses i afsnittet
om henholdsvis para- og orthohelium, hvor taethedsfunktionen er plottet som
en funktion af afstanden mellem de to elektroner i atomet.

4De enkelte partiklers koordinater
5Javnfer evt. (2.25)



Kapitel 4

Resultater

I dette afsnit praesenteres resultaterne af udregningerne udfgrt af program-
met, beskrevet i forgaende afsnit. De sammenlignes med tabelvaerdier, og en
kort kommentar knyttes til resultaterne. I denne opgave er tabelvaerdier for
bindingsleengder ikke medtaget, da det ikke har vaeret muligt at finde alle de
forngdne data.

4.1 Hydrogen

Interessen for at undersgge hydrogen med numeriske metoder er begraenset,
da systemet er et to-legeme system, hvilket medfgrer at Schrédinger-ligningen
dermed kan Igses analytisk. At problemet kan lgses analytisk, betyder dog og-
sd at vi kan sammenligne numeriske metoder direkte med analytiske, hvor vi
for stgrre systemmer ma "ngjes"med at sammenligne med eksperimenter samt
andre numeriske metoder.

042 g LY

0.43

044

045

045

047

Estimat for gruntilstandsenergien

£
£
&

-0.48

0488}
049 ]
]

il 40 B0 80 100 120 140 160 180 200 o é 1b 1‘5 Q‘D 25
Antal testfunktioner Antal testfunktioner

Figur 4.1: Pad figuren ser vi estimatet for grundtilstandsenergien for hydrogen,
som en funktion af antallet of testfunktioner. Til hgjre er der zoomet ind pa de
forste 25 testfunktioner.

Som det ses i Table 4.1, er overensstemmelsen mellem vores estimat for grundtil-
standsenergien og tabelvaerdien saerdeles god. Dette er dog ogsa forventeligt,

19
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SVM Tabelvaerdier
Grundtilstands energi [Hartree] -0.499727  -0.499732 [1]
(r)[ao) 1.000 1.000

Tabel 4.1: Henholdsvis resulterne fra de vedhaftede programmer og tabelveer-
dier for grundtilstanden i hydrogen.

da vi har med et meget simpelt system at ggre. Man kan argumentere for at
200 testfunktioner er mange, for sa simpelt et system som hydrogen, da den
estimerede energi konvergere meget hurtigt imod den eksakte, hvilket kan ses
i Figure 4.1.

4.2 Helium

Helium er det simplest mulige atom, for hvilket energien ikke kan findes ana-
lytisk. Det betyder at helium er den fgrste egentlige triumf for numeriske ud-
regninger, og derfor findes der enormt preecise resultater for bade energien og
en lang raekke andre karakteristika for heliumatomet 1. Vi vil i dette afsnit se
pa to forskellige spin-konfigurationer for helium, samt en eksisteret tilstand for
S=0 konfigurationen.

Para-helium (grundtilstand)

I para-helium kobler de to elektroners spin til nul. Spin-tilstanden for to spin-
%—partikler, der opfylder dette krav er:

% [T1d2 — it (4.1)

SVM Tabelveerdier
Grundtilstands energi [Hartree] -2.903187 -2.903724 [1]
(r1)[ao] 0.9296 -
(r2>[a0] 0.9295 -

Tabel 4.2: Henholdsvis resulterne fra de vedhaftede programmer og tabelvaer-
dier. Alle fra grundtilstanden.

Da (4.1) er en egentilstand for ombytnings-operatoren Tis .21 med egenveerdi
—1, ma vi kraeve at rumdelen er symmetrisk under denne ombytning. Det
betyder at symmetri-operatoren defineret i (2.29) bliver:

N 1
SHE,SZO = ﬁ [1 + PT12421] (42)

1T flere tilfzelde opnés en praecision langt bedre end selv de bedste eksperimenter.
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Hvor Pr,,_,, star for matrix-repraesentationen af ombytningen 735,91 som de-
fineret i (2.33).

I Table 4.2 ses resultaterne for programmet, nar dette anvendes pa para-helium.
Hvor (r1) og (rq) star for afstanden mellem elektron (1 eller 2) og massemidt-
punktet. Energien passer med tabelvardien inden for to promille, og bindings-
leengden er en smule kortere end i hydrogen. Vi forventede en kortere bin-
dingsleengde pga. den hgjere kerneladning, og da de to elektroner har samme
middelafstand til kernen, kan de ikke forventes at ’shielde’ ret meget for hin-
anden. 2

Teethedsfunktionen for paraheliums grundtilstand, for alle andre variable end
afstanden mellem de to elektroner holdt fast, kan ses i Figure 4.2 2.

012

o
=

o
o
fay]

Tathedsfunktion[R12]
[}
)
o

R12[all]

Figur 4.2: Tethedsfunktion for grundtilstanden i parahelium, som funktion aof
afstanden mellem de to elektroner. Alle andre variable er hold fast, og deres
bidrag sat til nul.

Det ses at taethedsfunktionen ikke gar i nul, nar afstanden mellem de to elek-
troner bliver lille. Det betyder at de to elektroner godt kan befinde sig samme
sted i rummet. Dette skyldes at de to elektroner har forskelligt spin 4, og Paulis
udelukkelsesprincip forbyder derfor ikke de to elektroner at veere samme sted i
rummet.

2. exciterede tilstand

Som et eksempel pa en exciteret tilstand , finder vi nu den 2. exciterede tilstand
i para-helium. Vi finder den tilstand ved at minimere den 3. laveste egenvaerdi.
Resultatet af denne udregning, fremgar af Table 4.3.

2Med andre ord: Den effektive kerneladning fglt af elektronerne stiger ift. i hydrogen.
3Jaevnfar evt. afsnittet om ’grafisk fremstilling af teethedsfunktioner’

4Se (4.1). T begge led er spinnet for de to elektroner modsatrettet.

50mtalt i afsnittet *Grundtilstanden og de exciterede tilstande’.
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SVM Tabelveerdier
Grundtilstands energi [Hartree] -2.060110 -
<7‘1>[a0] 65765 -
<T2>[a0] 65751 -

Tabel 4.3: Resulterne fra den 2. exciterede tilstand for parahelium.

Vi ser som ventet at denne tilstand har en lavere bindingsenergi, og dermed
leengere bindingsleengde for de to elektroner.

Orthohelium

T orthohelium kolber de to elektroners spin til S = 1. Dette opfyldes af fglgende
tre spin-tilstande:

1
V2

De tre tilstande har forskellige M, veerdier, men i vores tilfaelde er det ikke
vigtigt. Tilstandene (4.3) er egentilstande for ombytnings-operatoren Ti2_91
med egenvaerdi 1, og vi mé derfor kreeve at rumdelen er antisymmetrisk under
denne ombytning. Det betyder at symmetri-operatoren bliver:

Tt [(Tide + dat2] e (4.3)

~ 1
SHS,SZI = ﬁ [1 - PT12~>21] (44)

I Table 4.4 ses resultaterne fra programmet til udfgrsel af SVM-beregninger,
nar dette anvendes pa ortho-helium.

SVM Tabelveerdier
Grundtilstands energi [Hartree] -2.174579 -2.1752291 [1]
(r1>[a0] 25556 -
(r2>[a0] 2.5543 -

Tabel 4.4: Henholdsvis resulterne fra de vedhaftede programmer og tabelvaer-
dier. Alle fra grundtilstanden i orthohelium.

Energiens afvigelse fra tabelveerdien er i samme stgrrelsesorden som vi sa for
parahelium.

I Figure 4.3, ses traethedsfunktionen for orthohelium, plottet pa samme made
som taethedsfunktionen i afsnittet om parahelium. I modsaetning til taetheds-
funktionen for parahelium, ser vi at teethedsfunktionen for orthohelium, gar
mod nul for smé afstande mellem elektronerne. Det fglger da ogsa af (4.3), at
de to elektroner har ensrettet spin. Udelukkelsesprincip forbyder derfor de to
elektroner at vaere samme sted i rummet.
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Tathedsfunktion[R12]

D 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0s 1 15 2 25 3 35 4 45 5

R12[a0]

Figur 4.3: Te®thedsfunktion for grundtilstanden i orthohelium, som funktion af
afstanden mellem de to elektroner. Alle andre variable er hold fast, og deres
bidrag sat til nul.

4.3 Litium

I litiums grundtilstand, kobler de tre elektroners spin til S = % Spin-tilstanden
er dog meget mere indviklet end vi har set i helium. Den totale tilstand for
litiums grundtilstand er [5]:

v = wmm,A% fatads — 11lats) (4.5)
+ wrum,B% [Tit2ds + TidaTs =2 (L1 T27T3)]

Hvor ¥rym, 4 08 Yrum,p skal vaelges saledes at den totale tilstand er antisym-
metrisk. Under antagelse af at de to rumdele er lige sandsynlige har vi ¢y, =
2 (Yrum,a + Yrum,p). Vi onsker nu at finde matrix-elementerne (y|OT;[1)),
hvor:

T :123 - 123(+) , Tp:123 =5 132(—) , T3:123—213(—)  (4.6)
Ty:123 —231(+) , T5:123 = 312(+) , Tp:123 — 321(-)

Vi vender nu tilbage til (¢|OT}|¢) 6

<¢|OATA1|7/)> = <7/}7"um‘Oﬂ,rum|wrum><wspin|,jji,spin|¢spin> (47)

6For operatorer O, der ikke pavirker spin
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Vi kan nu bestemme elementerne <1/J5pm|ﬂ |hspin) eksplicit med hjeelp fra (2.48).
Resultaterne er:

<¢8pin7A|T1|¢5pin7A> =1, <1/)8pin,A|T2|1/’8pin,A> =-1

. 1 \ 1
<w5pin,A|T3|¢5pin,A> - 5 3 <¢spin,A|T4|wspin,A> - _5
N 1 . 1
<wspin,A|T5|wspin,A> = _5 3 <wspin,A|T6|wspin,A> = 5
<¢spin,B|Tl‘¢spin,B> =1 ) <wspin,B|T2|1/)spin,B> =1
. 1 . 1
<¢5pin,B|T3|w8pin,B> = 5 <1/J5pin,B|T4|w8pin,B> = D)
. 1 . 1
<¢8pin,B|T5|w8pin,B> = 5 <1/’8pin,B|TG|w8pin,B> = D)

Benytter vi nu fortegnene, der fremgar af (4.6), kan vi konstruere en slags
kombineret symmetri og spin-elements operator S’. Denne har formen:

N 1 1 1

S =——|1-=Pr, — =P 4.8
3/2 2 Ty 2 Ts ( )

I programmet bruges denne operator praecis som S blev brugt, til udregning af

matrixelementerne for de mindre atomer. Den kan dog ikke bruges pa samme

made som S, hvis man gnsker at tegne taethedsfunktioner.

-3.5 T T T T T T T T T

4.5 .

-5.8H b

Estirnat for grundtilstandsenergien

_? 5 1 1 1 1 1 Il I I I
0 20 40 B0 80 100 120 140 160 180 200

Antal testfunktioner

Figur 4.4: Pa figuren vises estimatet for grundtilstandsenergien for litium som
en funktion af antal testfunktioner.

Resultaterne for udregningerne pa Litium med ovenstaende spin-konfiguration
er vist i Table 4.5. Vi ser at forskellen mellem den estimerede energi og tabel-
vardien er noget stgrre end for de mindre atomer, hvilket er forstaeligt da der
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er tale om et mere komplekst system. Det medfgrer ogsa at konvergensen mod
den eksakte veerdi er langsommere. Se Figure 4.4 7

SVM Tabelveerdier
Grundtilstands energi [Hartree] -7.464745 -7.478058 [1]

(r1)[ao 0.5737 -
(ra)lao] 2.2522 _
(r3)[aol 2.2492 -

Tabel 4.5: Henholdsvis resulterne fra de vedhaftede programmer og tabelvaer-
dier. Alle fra grundtilstanden af Lithium.

Det skal naturligvis understreges, at der ikke er noget specielt ved elektronen,
der her er kaldt nummer et. Med et andet valg af nummerering af elektronerne i
(4.4), vil det veere en anden elektron, der var teettest pa kernen. At een elektron
har lav forventningsvaerdi for afstanden til kernen, mens to har en hgjere veerdi,
strider imod den normale opfattelse af Litiums grundtilstand som (15)%2S. Det
viser sig dog at andre beregninger, hvor symmetrien er indbygget pa en anden
méade 8, giver samme konklusion [7].

7Sammenlign evt. med konvagensen for hydrogens grundtilstandsenergi vist i Figure 4.1
#En metode, hvor S operatoren anvendes, som for hydrogen og helium i dette program
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Konklusion og forbedringer

Det er i denne opgave eftervist, at man med testfunktioner som defineret i
(2.25), kan beskrive systemer af 4 eller feerre partikler. Stokastisk variations-
regning kan ogsa anvendes pa langt mere komplekse systemer, hvad der skal til
for dette, vil vi vende tilbage til om lidt.

Bedere praecision og hurtigere konvergens, kunne muligvis opnas ved at veelge
flere forskellige typer af testfunktioner. Programmet skulle da designes saledes,
at det til enhver tid udvalgte den type, der gav den bedste energi-minimering,
for netop den pagzeldende situation '. Man méa i den sammenhzeng dog veere
opmarksom pé, at vi udvalgte funktionerne i (2.25), fordi de besad en lang
reekke gode egenskaber.

En mulig kandidat til yderligere en testfynktions-type, kunne veaere hydrogens
egentilstande, eller lettere modificerede udgaver heraf 2. Hydrogens egentilstan-
de besidder den fordel, at de med meget fa funktioner, vil kunne lave sardeles
gode estimater for hydrogen-lignende tilstande. Selv i komplekse systemer, vil
store dele af den totale tilstand, ligne tilstandene for hydrogen i meget hgj
grad. For disse tilstande, ville man med fordel kunne bruge en blanding af kor-
relerede Gaussfunktioner og korrelerede egentilstande for hydrogen.

I denne opgave har fokus vaeret pa sma-atomer, men ogsd stgrre atomer og
molekyler ® kan beskrives ved brug af SVM.

Vi har set, at potentialet i vores udregninger for et N-partikel-system kommer
til at besta af (N —1)!- N - (N —1)/2 = N!- (N —1)/2 led, hvilket saetter en
naturlig stopper for, hvor store systemmer man kan regne pa, med metoden
brugt i denne opgave. For beregning pa stgrre systemer, m& der andvendes en
simplificeret udgave af testfunktionerne, si de mange led undgas [6].

Nar man beskriver molekyler, og andre systemer med L # 0, m& man medtage
endnu en parameter i testfunktionen:

IDet kunne fx teenkes, at den forste testfunktion, der tilfgjes skal veere af en type, mens
den nzeste skal vaere af en anden osv.

21 praksis vil det veere ngdvendigt, at benytte en korreleret udgave, som for Gaussfunk-
tionerne.

3Hvor L generelt ikke er nul

27
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1
1ptest = exp <_2XTAX + STX) (51)

Denne parameter s, mé optimeres pa samme méade, som vi har set for A. Oven-
staende betyder at beregninger af stgrre systemer og specielt molekyler, kan
komme til at kraeve meget computerkraft. Det star dog klart, at med en gget
interesse for emnet, er der opstaet nye metoder til at skaerer ned pa brugen af
computerkraft. Sammen med en forsat udvikling af computeren vil det betyde,
at omrader af fysikken, der gar langt ud over atom- og molekylefysikken, vil
kunne nyde godt af resultaterne fra SVM.
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